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La méthode classique (I’Euler1), suivie dans l’étude des nombres de Bernoulli, 
des coefficients des tangentes et des nombres d’EuLER ou coefficients des sécantes, 
est fondée sur les séries de puissances obtenues pour les fonctions méromorphes 
élémentaires

1) Opuscula analytica, t. II, p. 257 — 274; Saint-Petersbourg 1785. Voir, pour des recherches ulté
rieures d’autres géomètres, la belle Monographie de M. Louis Saalschutz: Vorlesungen über die Ber- 
noullischen Zahlen. Berlin 1893.

2) Archiv de Grunert, t. 3, p. 65; 1843.
37

nous verrons que les formules classiques, concernant les nombres susdits, 
que des représentants isolés d’une infinité de formules de ce genre.

L’illustre Göpel1 2), déjà en 1843, a remarqué de telles généralisations 
mules classiques, et il ajoute:

Da man sich dem Obigen zufolge R e c u r s i o n s f o r m e 1 n in 
b i g e r Menge verschaffen kann, so möchte es nicht von £ 
Erheblichkeit sein, deren neue aufzusuchen; es gelänge der 
solche aufzufinden, die einen tieferen Blick in den Bau 
Zahlen ver stattete.

X 1
sin X , cos X ’

2
1 + ex

fonctions et avec les séries de 
fonctions entières

tg X , - -----cot X ,X
X

— e~x’

combinées avec les propriétés fondamentales de ces 
puissances toujours convergentes obtenues pour les

(2) sin X , cost, e~x.

Or, désignons par a un nombre complexe quelconque, puis combinons les 
séries (1) avec celles obtenues pour les puissances

(“rr c !n
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Cette réserve de Göpel, dans ses remarques relatives à une Note de Schlö- 
milch x), est très intéressante; car Hermite3) et Stern3) ont appliqué, précisément 
de la manière indiquée par Göpel, les formules récursives de Moivre et de Jacori 
pour les nombres de Bernoulli.

3 Archiv de Grunert, t. 3, p. 9—18; 1843.
2) Journal de Grelle, t. 81, p. 93—-95; 1876.
3) Ibid. t. 84, p. 267—269; 1878.

De plus, il faut ajouter que des formules récursives, d’une forme très bizarre 
nous le verrons, sont très utiles et dans la théorie des nombres en question et 
dans la théorie des nombres en général. C’est-à-dire qu’il est impossible de con
damner dès à présent comme étant sans valeur une telle formule récursive.

Quant à la méthode classique que nous venons de mentionner, nous remarquons 
expressément, qu’il nous semble peu naturel et peu systématique de fonder l’étude 
des nombres rationnels en question sur des éléments purement transcendants. De 
plus, une théorie élémentaire et directe est beaucoup plus simple et générale que 
la méthode classique.

On pourrait dire que les résultats classiques concernant les nombres Bn, Tn 
et En sont trouvés par hasard, sans méthodes générales et systématiques.

En effet, on sait que des formules très analogues sont trouvées séparément 
et par des considérations très différentes, tandis que de telles formules sont en 
réalité des cas particuliers d’une même formule générale, comme nous le verrons 
plusieurs fois dans les pages suivantes.

Comme un exemple caractéristique de ce genre, nous prenons les formules 
récursives incomplètes, déduites dans le chapitre IV à l’aide d’un seul polynôme 
entier. De cette manière nous obtenons d’un seul coup toutes les formules connues 
de ce genre et un grand nombre d’autres.

Pour citer un autre exemple, nous remarquons que les formules récursives 
générales contenues dans les paragraphes 11, 12 et 13, savoir les formules d’EuLER 
et de Bernoulli concernant des sommes de puissances numériques, nous donnent 
comme des cas particuliers un nombre de formules classiques déduites séparément 
et par des considérations très différentes.

Remarquons en passant que les formules de Bernoulli et d’EuLER ne sont 
que des cas particuliers des deux équations aux différences finies qui figurent dans 
nos définitions de ^n(æ) et /n(æ)-

On sait que la méthode développée dans le paragraphe 7 est très connue — 
pour des valeurs entières de la variable x.

La méthode du paragraphe 9, nouvelle peut-être, est essentielle dans la théorie 
des nombres Bn, Tn et En.

En effet, nous déduisons à l’aide d’une formule récursive, d’une certaine forme 
très générale, pour les Bn ou les Tn une identité algébrique contenant une variable 
complexe, identité qui est une conséquence immédiate de la formule numérique 
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susdite. De cette manière nous pouvons traiter, en meme temps, les trois groupes 
de nombres Bn, Tn et En.

Remarquons que les formules très générales et très remarquables de M. Hauss- 
ner1) sont de la forme susdite2) et que la plupart des formules récursives connues 
ont la même propriété.

Dans un Mémoire récent3) j’ai étudié les suites harmoniques comme des 
généralisations des suites formées des y?n(x) et des /n(æ), mais sans appliquer aux 
nombres Bn, Tn et les résultats généraux ainsi obtenus.

Une telle application est le but principal du présent Mémoire, tandis que 
je me réserve de revenir, à une autre occasion, sur les applications des résultats 
ainsi trouvés à la formule sommatoire d’EuLER et Maclaurin et à la théorie 
des nombres.

On voit que ma méthode est entièrement élémentaire, parce qu’elle n’exige 
que la formule binomiale d’un exposant positif entier et, ce qui est la même chose, 
la formule de Taylor pour un polynôme entier.

Quant aux résultats ainsi obtenus, ils me semblent exiger une révision pro
fonde de toute notre connaissance relative aux nombres de Bernoulli. On peut 
comparer encore notre généralisation du théorème de Lipschitz.

J’ai ajouté la Table des simples formules récursives pour la clarté du texte. 
La Table ne contient que des formules de la forme la plus simple, et il faut 
remarquer que la plupart de ces formules sont obtenues en donnant, dans des 
formules beaucoup plus générales, des valeurs particulières à un paramètre.

Or, les formules de la Table étant aussi simples que leurs représentants épars 
connus et classiques, il est évident que ces formules classiques sont trouvées par 
hasard, sans méthodes systématiques et générales.

J’indique par un astérisque ajouté au numéro, que je me rapelie avoir vu 
autrefois la formule récursive en question; cependant je ne peux pas prétendre que 
ces indications soient complètes.

*) Göttinger Nachrichten 1893, p. 777—809.
2) J’ai réussi à généraliser, par la méthode susdite, les formules de M. Haussneb qui se présentent 

comme des réprésentants isolés d’une grande classe de formules de ce genre. Le Mémoire en question 
paraîtra dans les Berichte der kgl. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig.

3) Le Mémoire paraîtra dans les Annales de l’École Normale.

Copenhague, le 29 septembre 1912.
Niels Nielsen.
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CHAPITRE I.

Les fonctions de Bernoulli et d’Euler.

§ 1. Remarques sur les suites harmoniques.

Nous désignons comme suite harmonique une suite illimitée de poly
nômes entiers
(1) fo(æ), /ï(æ), /M ■ • • ....
qui satisfont aux deux conditions suivantes:

Io fn(x) est toujours du degré n par rapport à x. 
2° Supposons n >= L nous aurons constamment

(2)
Désignons par

(3)
une suite illimitée quelconque, telle que ja0| > 0, puis posons pour zî > 0 

(4) 

il est évident que les polynômes /;i(x) ainsi définis forment une suite harmonique.
Inversement, on voit sur-le-champ que les éléments d’une suite harmonique 

quelconque se présentent sous la forme (4), où as dépend seulement de son indice 
s, de sorte que les as forment une suite ordinaire.

Supposons que les éléments de la suite harmonique (1) se déterminent à l’aide 
des expressions (4), nous disons que la suite (3) est la base de la suite harmo
nique (1), propriété que nous désignons par le symbole 
(5) I/n(æ), an];
de plus, nous désignons par l’autre symbole
(6) [aj
la base de la suite harmonique (5), savoir la suite ordinaire (3).

On sait que M. Appell1) a étudié, le premier, à un point de vue systématique, 
les suites harmoniques. Dans mon Mémoire susdit j’ai donné d’autres propriétés 
des suites harmoniques.

Nous nous bornerons à indiquer ici les deux théorèmes suivants, qui sont 
évidents du reste:

I. Pour un élément quelconque de la suite harmonique (1) nous 
aurons la série de Taylor s = n

(7) fnÇx-'-h') =$ J -/n -s(æ).
s = 0

) Annales de FÉcole Normale (2) t. 9, p. 119—144; 1880.
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II. Les deux suites harmoniques [fn(x), an] et [g'n(æ), fen] sont iden
tiques, pourvu que nous ayons pour tous les /?
(8) /„(O) = 0n(O).

En effet, la formule (8) donnera an = bn.

2. Les fonctions de Bernoulli.
Nous définissons la suite des polynômes de Bernoulli

(1) ^0(a?), <p x (æ), (f> 2 (æ) , •••> •••
comme la suite harmonique, dont les éléments satisfont, pour zi > 1, à l’équation 
aux différences finies

æ fl —1
(2) ^n(æ) <fn(X 1) == z 4 \ t •

Démontrons tout d’abord que les équations (2) déterminent parfaitement la 
base [an] de la suite harmonique (1).

A cet effet, il est évident qu’un polynôme entier quelconque qui satisfera à 
l’équation (2) est précisément du degré n par rapport à x. Ordonnons ensuite, à 
l’aide de la formule binomiale, selon des puissances ascendantes de x le polynôme 

—1), puis cherchons, au premier membre de (2), le coefficient de la puissance 
xn~p — i, nous aurons:

(3) «0 = 1 ; l)sap_s
(*+1)  ! 0;

c’est-à-dire que la base [an] susdite est déterminée. 
Nous aurons par exemple

Cela posé, nous aurons immédiatement le théorème suivant:
I. Désignons par K une constante arbitraire, le polynôme le plus

général qui satisfait à léquation aux différences finies

n > 1

(6) <P„ »•

Ce théorème établi, il est très facile de démontrer cet autre, essentiel dans 
nos recherches suivantes:

II. Soit [fn(x), an] une suite harmonique quelconque, il existe une 
autre suite harmonique parfaitement déterminée [Fn(x), An], telle que 
nous aurons pour n > 1 constamment
P) F„(æ) — Fn(æ—1) = f„ i(æ) ;
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(8)

En effet, la formule (6) donnera pour n>0:

éléments sont les

A (æ) = I ;

5

s(æ)-(10)

le coefficient de la puis-

d’où, en vertu des valeurs particulières (4):

(H) p >4.

(13)

77 dp

S — Il

p> 1,

Cela posé, la valeur particulière 
de m à m-|-l, l’expression générale: 

(12) tt2p + l
posons ensuite

Cherchons ensuite, dans les deux membres de (10), 
sauce xn~P, nous aurons pour p > 1 :

a2p

car nous aurons p o u r tous les n :

= 0, p > 1 ;

s =0

de sorte que nous obtenons, en différentiant par rapport à x, précisément la for
mule (8).

Cela posé, il est très facile de discuter la base [«„] des fonctions de Bernoulli, 
définie par les équations (3).

A cet effet, nous étudions la suite harmonique dont les 
polynômes

(9)

Up S J

s =2

a3 = 0 donnera, par la conclusion ordinaire

/ n ¡ ny'*'  * — y il — / / -i \ i71 — S — 1 ! s = O v '
de sorte que le théorème II donnera, en vertu de (4):

S = Il

Us^n

s = 1

nous trouvons, après un simple calcul direct:
s = »-l

(-l)P-lßp
(2p) ! ’

Fn(x) = as s (æ)-
S = Il

(n-p)!
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nous aurons, en vertu de (11), la formule récursive:

(14)

ce qui montrera que les nombres rationnels Bn sont constamment positifs. 
Introduisons dans (3) les expressions (4), (12) et (13), nous aurons:

(15)

c’est-à-dire que notre définition des nombres de Bernoulli coïncide avec la défini
tion classique de ces nombres.

La base [an] des fonctions de Bernoulli étant déterminée, nous aurons les 
expressions suivantes:

(16)

9? o (æ) 1 >

M*) = |y

(æ) —: æ H- 2 ’

<2
1 Xa-1 y-’i—l)s-1Bsæ,l-2s
2 ’ (n —1)1 + ^2s)T(ñ^2s)! ’

S = 1

et l’équation aux différences finies

(17)

9? 0 (æ 1 )   1 ?

<pn (æ— 1) x" 
ïïï

(2) donnera par conséquent :

y? ■£ (æ — 1) = X 2 ,

< "
1 Xa-1 , \r^(—i)s_iBsx,i~2s
2 ‘ (n —11! (2s)! (zT-2s)T’

Remarquons encore que la formule (10) se présente sous la forme
<n_ 2

(18) (æ + -|-)^,1-l(æ) = »^n(^)+ jy7----^s’)T^^n 2s'(^ ’ U>2,

formule qui nous sera très utile dans nos recherches suivantes.

3. Les fonctions d’Euler.

La suite des polynômes d’EuLER
(1) Z 0 (æ) 1 Z1 (æ) > Z 2 (æ) » • ■ ’ 5 Zn (æ) ’ ■ ■ ■ 
est définie par les équations aux différences finies

(2) Zn(æ)+/n(æ —1) = , n>0.

En effet, on voit immédiatement que /n(x) est précisément du degré n par 
rapport à x; posons

D. K. D. Vldensk. Selsk. Ski-., 7. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. X. 3. 38
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(3)

ce qui est toujours possible;

ßo(4)

connue

ßi =(5)

-S(6)

savoir le polynôme

(7)

(9)

discuter la base [/9n] des fonctions d’EuLER.

(H)

ce qui donnera, en vertu de (9):

(12)

(10) 
qui

suivants:
entier de x qui satisfait à l’équa-

1
2 ’

ce qui nous détermine ßp
1

ßo “2 >

S — 71

s = n
ßSXn S

s =0

III. Soit [<jn(æ)> cn] une suite harmonique, les équations aux diffé
rences finies
(8) Gn(x) + Gn(x — 1) = gn(x), n>0
déterminent parfaitement une autre suite harmonique |Gn(æ), C;1] ; car 
nous aurons pour tous les n

(n-s)! ’

nous aurons, en vertu de (2):

(æ-j-l)/n(^) = (n4~l)Zn + l(x) 4~ , ßs'/n-ßx) ,
s^O

s = n

s* -y*  11 — SC Zl, S ** ?
S = 0

fonction de p seulement; nous aurons par exemple 

■J“ 5 /^2 = 0 , ß3 = , ßi = 0.

Cela posé, nous aurons le théorème suivant:
I. Les fonctions /n(æ) d’Euler forment une suite harmonique. 
L’analogie entre les fonctions de Bernoulli et celles d’EuLER est évidente.

De plus, nous aurons les deux théorèmes
IL II existe un seul polynôme

tion aux différences finies

S = Il

Cs/n —s(æ)‘

Cela posé, il est très facile de
En effet, nous verrons, en vertu de (2), que les polynômes

9n(æ) = (æ l)/n (æ) (n-j-lj/n + l^)
forment une suite harmonique satisfont aux équations aux différences finies

s = n 
ßsxn~s 
(n — s)l ’

S = 0

Zn(æ)

s !

Gn(æ)

S = 11
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d’où, pour p > 3, la formule récursive 

(13)

Appliquons maintenant la valeur particulière /?2=0, la conclusion ordinaire 
de m à m -|-1 donnera, en vertu de (13), l’expression générale 

2

ßs ßp—s — 1 ■

(15)

(16)

sont des positifs entiers, et que Tn est, pour n > 1,

nous aurons en posant

(17)

ainsi déterminée, nous aurons les expres-

Zo(æ) Zi(*0  =?

n + 1
(18)

Zn (æ)

et l’équation aux différences

(19)

n\

1
2

1
2

c’est-à-dire que notre 
définition classique de

La base [/?„] des 
sions suivantes:

définition des coefficients des tangentes coïncide avec la 
ces nombres.
fonctions d’EuLER

(14)
posons ensuite pour p > 1 

Zn(æ —1) =

ïïï

(— l)n-122n-l;

s + 1 Tp_ s , p

nous aurons, en vertu de

> 1 ,

(2s—1)! (n —2s+l)! 22s ’

(2) donnera par conséquent:

Zi(æ—1) - 2 ~ 4 ’
- n +1

— 2
(—l)s 1Tsxn-2s+1

ce qui montrera que les 
toujours un nombre pair.

Introduisons dans (4) les expressions (14) et (15), 
p = 2n —|—1, respectivement p = 2n :

finies

Zo(x —1) = ~

Tu

= (—l)Il22n-1,

x11

38:
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Remarquons encore que la formule (12) se présente sous la forme
< n +1
 2

(20) (æ + l)z„(x) = (n+l)Z„ + 1W + X'fezïÿrji *.-*+>(*),  n > 1 ,
S = 1

formule qui nous sera très utile dans nos recherches suivantes.

4. Formules de Bernoulli et d’Euler.
Posons dans les équations aux différences finies

(1) <pnW) — <pn(x — 1) = 7^—[J] > /n(æ)+/n(æ —1) =

successivement
x-1-1, x —1-2, #4-3 xp

au lieu de x, puis posons pour abréger 

(2) (X, p)

nous aurons respectivement :

P) === z jjySn —l(æ> P) ■>
(3) ;

Zn(æ+/>) — (—l)p/n(æ) = -, <7n(x, p) ,

ce qui donnera, en vertu de (3), les expressions cherchées

(7) sn(p) = n! (yn+1(p) — yn+1 (0)),

(8) <Tn(p) = U ! (/ni?) —(—l)PZn(0)).

formules qui nous permettent d’exprimer sous forme explicite les deux sommes de 
puissances numériques

(4) Sn(p') = S-
s = 1

<?n(p) = l)P~ssn.

s = 1

Nous aurons en effet:

(5) «n(0, p) = sn (p) , Sn(—1, P) = «n(p— 1) ,
(6) <rn(9,P) = ^n(p), <7n(—l,p) - <Tn(p—1),

Jacques Bernoulli1) a donné explicitement les dix premières formules de la 
forme (7), savoir les formules qui correspondent à l^n^lO, et c’est précisément 
dans ces formules que les nombres de Bernoulli, savoir les

B2 fig B4 fig

se sont présentés pour la première fois dans l’Analyse.

) Ars conjectandi, p. 97; Bâle 1713.



13 295

Bernoulli indique aussi la formule générale (5), mais sans démonstration, 
sans éclaircissements sur la nature des coefficients du polynôme <pn(x).

La formule (8) est due à Euler1). On voit du reste que celte dernière formule 
est plus compliquée que celle de Bernoulli, parce que sa forme dépend de la 
parité du nombre p. Dans nos recherches suivantes sur les fonctions /n(æ) ou 
sur les nombres an (p) nous retrouvons la même incommodité.

q Institutiones calculi differentialis, p. 499; Saint-Pétersbourg 1755.
*) Journal de Crelle, t. 12, p. 265—267; 1834.
3) Mémoires de l’Académie de Saint-Pétersbourg, (6) t. 2, p. 322 323; 1841.
4) Journal de Crelle, t. 35, p. 60—67 ; 1847.
5) Ibid. t. 34, p. 75 100; 1847.
6) Die Jacob Bernoullische Function; Zurich 1848. Journal de Crelle, t. 42, p. 348—367; 1851. 

Mathematische Mittheilungen I—II; Zurich 1857—58.
7) Mathematische Mittheilungen II, p. 129 138; 1858.
8) Journal de Crelle, t. 116, p. 144; 1896.
9) Prager Berichte 1892; 52 pages.

Jacobi* 2) semble avoir introduit le premier une variable continue au lieu du 
positif entier p qui figure au second membre de (7). En effet, il a considéré la 
fonction

(9)
(-l)n_Bn

(2n)I
Ostrogradsky3 4), Malmstén1), Dienger5 6) ont de même considéré une variable 

continue dans notre formule numérique susdite; mais c’est Raare”) qui a donné 
la première monographie des fonctions de Bernoulli.

On doit à Jacobi et à Malmstén des remarques importantes relatives à la 
variation de ^n(æ). Ostrogradsky a représenté les y>n(x) comme des polynômes 
entiers de la variable représentations qui sont des conséquences immédiates
des formules (17) du paragraphe 2 et (19) du paragraphe 3 pour <fH(x—1), respec
tivement /n(æ— 1).

Raabe7) a introduit dans le second membre de (8) une variable continue; 
plus tard Hermite8) a résolu, à un autre point de vue, le même problème, tandis 
que M. F. Rogel9) a donné une monographie des fonctions d’EuLER.

Il est digne d’intérêt que les deux suites harmoniques, formées par les poly
nômes

Sn (x, p) (Tll (æ, p) 
n !

nous permettent de généraliser les formules de Bernoulli et d’EuLER.
A cet effet, remarquons tout d’abord que sn(x, p) est toujours du degré n par 

rapport à x, tandis que an(x, p) est du degré n respectivement n— 1, selon que p 
est impair ou pair.

Nous aurons par exemple:
(10) (æ, 2p) = p , (x, 2p ; 1) = æ+p + l.
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Les définitions (2) donnent immédiatement les équations aux différences finies 
Mæ, p) — sn(x — 1, p) - (a? + p)'1 — xn ,
^n(X P) + 1. P) = (æ +P)n — (— l)pXn ,

de sorte que nous aurons de même:
sn(æ, p) + sn(x—l,p) 2sn(x, p) — (æ + p)n I Xa,
<?n(x,p) — <7n(æ —l,p) = 2<rn(x, p) — (x-rp)n r (—l)pæn.

Appliquons ensuite la formule binomiale et la série de Taylor (7) du para
graphe 1; les théorèmes II du paragraphe 2 et III du paragraphe 3 donnent pour 
sn(x, p) ces deux développements:

(11) L„(æ, p)
71! / . (r-l)l

r = 0

(12)
sn (æ, p) 

n !
P' Zn-r(x).

Quant à an(x, p), nous aurons pour p impair:

(13)

(14)

ffn (x, p) 
n !

<7n(X P) 
nT

tandis que

(15)

l’hypothèse p pair donnera:
MX p) r Xp1 pr+1 

n! (r+1)!
r = 0

(16)
tfn(æ, P)

ni
12<7r + 2(p) — Pr + 2

(r+ 2)’
r—i C^t-

Posons x = 0 dans les formules (11), (13) et (15): noüs retrouvons les formules 
de Bernoulli et d’EuiÆR, tandis que les formules (12), (14) et (16) nous donnent 
l’inversion de (7) et (8), comme nous le verrons dans le paragraphe 13.

Dans ce qui suit nous avons à étudier aussi ces deux autres sommes de puis
sances numériques:

(17) fit(p)

(18) Tn(p) = 2«<7n(—j, p) (2p — 2s + l)n-

Conformément aux formules (3) nous posons:

(19) sn(x, 0) = an(x, 0) = fn(0) = rn(0) = 0.
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§ 5. Théorème de Jacobi.

Revenons maintenant aux équations aux différences finies qui figurent dans la 
définition de ^n(æ), respectivement /n(æ), puis changeons le signe de x, nous aurons

(-l)nZn(-æ-l) = (-l)n-1/n(-æ) +

tandis que les définitions de ^n(æ) et /n(æ) donnent respectivement:

(— l)n (—x) - (x) —

(— 1 )« (— X) = yn (x) — æp ;

cest-à-dire que nous aurons le théorème suivant:
I. Les fonctions ^>n(æ) et /n(æ) satisfont, pour tous les n, aux 

équations fonctionnelles

rapport

donnera la série de Taylor 

(2) 5

nous aurons, en vertu de (2), une représentation de la forme

(!) (—
Soit maintenant /(a?) un 

à æ, l’identité evidente

x~ 1) = (.—l)?,Zn(—æ—1) = Zn(æ).
polynôme entier quelconque du degré n par 

appliquons ensuite les identités 
wr 

(x+’)2n + * 

/(æ)

(^) f[x) — !((æ2 Læ) + (x 4- 2^ A (æ2 + æ) ,

valable pour un polynôme entier quelconque de x.
Cela posé, développons à l’aide de (3) les polynômes ÿ>n(x) et /„(x)-, les for

mules (1) montrent qu’un des polynômes correspondants /\(x) ou f2(x) se réduira 
à zéro.

Jacobi1) a démontré, pour une valeur paire de n, la première des formules (1); 
de plus, il indique un développement de la forme2)

Journal de Grelle, t. 12, p. 267; 1834.
2) loc. cit. p. 271. Voir aussi Nouvelles Annales, t. 7, p. 448; 1848, t. 10, p. 198—199; 1851.
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q = n 1

(4) S2n-l(p) ~ y^an,q(p2+p)n~q;

9 = 0

plus tard Prouhet ’) a démontré la formule analogue

9 = 0

Cependant, il n’est pas possible de donner sous une simple forme les coëffi- 
cients an>q et bn¡q qui figurent aux seconds membres des formules (4) et (5), de 
sorte qu’il sera inutile de chercher pour ^n(x), et pour /M(æ) aussi du reste, les 
développements obtenus à l’aide de la formule (3).

Remarquons en passant que Malmstén2), Dienger3), Raabe 4) ont démontré 
la première des formules (1), tandis que Raabe5) a démontré aussi la seconde.

Quant aux équations fonctionnelles (1), nous aurons immédiatement: 

(6)

le dernier de ces résultats nous permet d’introduire les nombres (I’Euler. Nous 
prenons comme définition

ce qui donnera, en vertu de la formule (20) du paragraphe 3:
S = il l

TsEn—s,(8)

de sorte que les nombres d’EuLER sont des positifs entiers.
Remarquons que les Tn, à l’exception de 7\ = 1, sont des nombres pairs, 

nous verrons que les En sont tous des nombres impairs.
Dans la formule (18) du paragraphe 3, posons x = — I , nous aurons, en 

vertu de (6) et (7), pourvu que n soit remplacé par 2n: 

(9)

c’est-à-dire que notre définition des nombres d’EuLER coincide avec la définition 
classique de ces nombres.

’) Nouvelles Annales, t. 10, p. 199—200; 1851.
2) Journal de Crelle, t. 35, p. 64; 1847.
3) Ibid. t. 34, p. 99; 1847.
4) Die Jacob Bernoullische Function, p. 18; Zurich 1848. Journal de Crelle, t. 42, p. 354; 1851. 

Mathematische Mittheilungen, t. I, p. 48; Zurich 1857.
5) Mathematische Mitlheilungen t. II, p. 136; Zurich 1858.
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(10)

Appliquons maintenant à /n(x) la formule (2), nous aurons:

(n —2s)! ’

cette formule, due à Raabe '), est essentielle dans nos recherches sur les nombres 
d’EuLER.

Démontrons maintenant que les équations fonctionnelles (1) nous conduiront 
à des résultats intéressants concernant les deux fonctions <pn(px) et %n(px), dans les
quelles p désigne un entier quelconque, plus grand que l’unité.

En premier lieu, les équations aux différences finies qui figurent dans la dé
finition des ^n(æ) et des /n(^) donnent:

s = pl
(—l),l_1 x6 7'

6) Mathematische Mittheilungen t. II, p. 133; Zurich 1858.
I). K. D. Vldensk, Selsk. Skr., 7. Række, nuturvidensk. og matliein. Afd. X. 3.

(-px—p) = c;i (~px— 1) + (px + s)"“-1,

s=p—1

Zn(-px-p) = .(-^^Zni-px-l) -r (—l)s_1 (pxßp-S)11 ;
^1

multiplions ensuite par (—l)n, puis divisons par p"-1 respectivement par pn, nous 
aurons, en vertu des équations fonctionnelles (1):

(H) £n(pæ)
p"-1 (n—1)!

Zn(Pæ) i
P‘

(-l)P-l

1

En second lieu, soient a et ß deux variables complexes quelconques, les 
équations aux différences finies susdites donnent:

s = p—1

(13) <pn(pa—ß— 1) — <pn(pa-ß—p-1) = (/? + s-bl—pa)n
' s = o

s T

(14) ^n(pa—ß —1) — (—-l)P/n(p«—p —1) = yy-- • / (—l)s(/9 4-s~u 1—pa)n.
S—O

Etudions d’abord la formule (13), ordonnons selon de puissances descendantes 
de a le second membre; le théorème II du paragraphe 2 donnera le développement 
suivant :

r = n
(15) ^n(pa——1) = p'1 <pn (a) + jy/-—— y------- sr(/9, p)y?n_r(«);

r = 0 

39
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car le second membre de (13) représente, divisé par p'1-1, une suite harmonique 
par rapport à la variable a.

La formule (14) donnera par le même procédé, pour y pair:
f = n

(16) Zn(p«-^—1) -= (y <7f+i(/9,p)^n_r(æ) ,

tandis que nous aurons pour y impair:

f = n

(17) Z‘^Pa ß 1) ~ Pn Z h (a) H- ar(ß i p) Zn—r{a\
r= 1

nelles (1),

Ç" 71 (æ)

(19)

Z a (æ)(20)
r = 1

r\

r!

i
Gr+l(p l)^n —r(æ) ,

r = 0

(19) et (20) il faut supposer, par conséquent, y pair respectivement impair. 
Posons ensuite a = æ, ß-^=—1, nous aurons ces trois développements:

qui représentent les inversions des formules (11), (13) et (15) du paragraphe 4; 
dans

Posons au contraire ß = 0,

r = n

Cela posé, nous avons à déduire des trois développements que nous venons 
d’établir quelques résultats plus particuliers, mais très importants.

Posons tout d’abord a = 0 et ß = x, puis appliquons les équations fonction- 
il en résulte les formules

nous aurons des développements analogues pour 
(fn(yx— 1) et ZißPx~ 1), formules qui peuvent être déduites des trois précédentes si 
nous remplaçons sr(p — 1) et oyQö —1) par les sr(p) et <Tr(p) correspondantes.

r — n
(—iyi~rpn~r 1X, f! <fn r(ü) Sr(x, p) , 

^ly-pn-r 1
sr(p 1) ÿoi —7-(æ) •>

F = H

X (—l¥l-r pll~r 
/71 —r(0) ar(x, p) ,

(—l)n

(rZ,l (æ)

7’ = 71

(æ)

— W'~r 
(r 4-1)!

(21) (/^æ) — P" ¥ n

(22)
r = n

Zn(pæ) -= X, ’

(23)

7=0

Zn(Pæ) = P'1 Z n
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nous

(2) 7it (a?),

(3)

où P

les
suites

æn-l
Fn(æ) — Fn(a?—1)

(4)

?

trois formules en question, 
harmoniques et que nous

(n-1)! ’
immédiates de nos définitions des

2n
Remarquons que les définitions des ^n(æ) et /n(æ) donnent immédiatement 

ces valeurs numériques:

§ 6. Formules de Raabe.
Comme une autre conséquence immédiate de nos développements précédents 
avons à démontrer les trois formules suivantes:

désigne un positif entier quelconque. 
A cet effet, nous désignons pour abréger par

Fn (a?), Gn (x‘), 7//è(x') 
expressions qui figurent aux premiers membres des

Remarquons que ces polynômes forment des 
aurons de plus:

pn (æ) ,

(n-1)’
xn
n! ’

a:"-1

les formules en question sont des conséquences 
polynômes y?n(a?) et /n(æ)-

Les formules (1) et (2) appartiennent à Raabe1), tandis que la troisième est 
peut-être nouvelle.

!) Die Jacob Bernouilische Function, pp. 23, 28; Zurich 1848. Journal de Grelle, t. 42, p. 356 357; 
1851. Mathematische Mittheilungen, t. II, p. 134; Zurich 1858.

2) Opuscula analytica, t. II, p. 273; Saint-Pétersbourg 1785.

Posons dans (1) p = 2, dans (3) p = l, nous aurons la formule importante

/n-l(æ) = ^n(æ),

d’où, en remplaçant n par 2n puis posant a? = 0, la relation suivante, due à 
Euler* 2), entre les ßn et les Tn:
(5) T„

(2p)—>•

(2p+iyi-

39:
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(6)
^2n(°) = ^ni-1) = - (2n)!

^2/i + 1(0) = $i2n + l( 1) = 0
n > 1 ,

(7)

(8)

(9)

Z2n(°) = Z2n(-D = «

Z2n+l(0) = Z2n+1(~=
(2n h 1) ! 22n + 2

De plus, nous aurons:
(—l),l(22íl — 2)Bri /_ M

(2n)l 22n ’ ^2n + i y 2/

(-!)n^n /_ 1 \ _ n
(2n)!22n + 1’ Z2n + i^ 2/

la première des formules (8) peut être obtenue si nous posons dans (1) P~~ et 
æ = 0; les trois autres formules sont des conséquences immédiates de (6) et (7) du 
paragraphe 5.

Posons dans (4) x = 0, puis remplaçons n par 2n respectivement par 2/1 —|— 1, 
nous aurons:

(10)

(H)

/ 1 \ /_ 3 \ = (=-l)'l(22'«-2^Bn
4J ^2n Ç 4 J (2/1) ! 2 4»

/ 1 \ = _ /_ 3 \ = (-Dn£n
^2n+l^ 4/ ^2n + 1 4J, (2/1) ! 24" + 2 ‘

Posons dans (1) p — 3, x = 0 et dans (2) p — 1, x = 0, nous aurons:

(12)

(13)

/ 1 \ / 2 \ (-l)n(32n-3)Bn
Ç<2"\ 3/ ^2n\ 3/ (2zi)!32rt-2

/ 1 \ = _ ( 2 \ (_i)n-i(32n_3)Tzl
Z2n-1\ 3/ Z2n-i\ 3/ (2n—l)!62n-2

Enfin, posons dans (1) p 6, x = 0, puis appliquons (8) et (12), nous aurons:

/ 11 / 5\_ (—l)n_I(32rt —3)(22'1 —2)B„(14) g/ 6) (2n)!62n»2

Ces résultats numériques, essentiels dans les recherches très vastes et intermi
nables de M. Glaisher1), ne jouent qu’un rôle très modeste dans nos recherches 
suivantes. Nous préférons appliquer directement les formules fondamentales (1), 
(2) et (3) elles-mêmes.

') Voir par exemple: Quarterly Journal of mathematics, t. 29, p. 1 —168; 1897.
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CHAPITRE II.

Les nombres de Bernoulli et d’Euler.

7. Méthodes générales.

On voit fort bien comment on pourrait appliquer notre théorie précédente à 
l’évaluation des formules récursives pour les Bn, Tn et En.

A cet effet, nous prenons pour point de départ l’équation aux différences finies 

(1)
s = n —1

s = 0
Aæ) —/(æ—1)

de sorte que nous aurons, en vertu du théorème I du paragraphe 2:

Appliquons ensuite la première des équations fonctionnelles (1) du paragraphe 
5, nous aurons de même:

s = n

(3) /(-æ-l) = K 4- (—l)san>n_s(n—s—■!)! ys(æ),
S ~ Il

d’où, en additionnant puis soustrayant les formules (2) et (3):

(4)

(5)

fO) + R-æ-i)
2

/■(æ) —R-æ-l)
2

1 an, n- ‘2s^S

S — 1

s = 0

Quant aux coefficients an¡s qui figurent au second membre de (1), nous aurons 
immédiatement :

I «n,n-l RO) - /'(-I) ,

' ' I (n—s—1) ! a,() s - /'(n-s-D(O) —/(» « D(—1).

Posons dans (4) æ = 0, dans (5) x = -—| , nous aurons respectivement:

(7) 2 — K

an, n-1 - f(— *)+ /(— I)(8)



304 22

posons ensuite, dans (4)
x*

(2p)

’s

(13)

auronsnous

(14)

(15)

(16)

W),

1
“ 6 ’

Bn-
formules générales (1) et (2) du

~~ sX'1 S ’

On voit que les formules (8) et (12) ne con tiennent pas la constante K. 
Considérons maintenant l’autre équation aux différences finies

Il

/■(æ)+ /■(* —1) =

( 1)S ' O-ll, Il 2S rp
24s-1 s

1 1 1
2 ’ ~ 3 ’ 4 ’

nous aurons d’autres formules récursives pour les 
Appliquons maintenant à la formule (2) les

paragraphe 6: nous aurons, en désignant par p un positif entier quelconque:

f bn,u = /-(0) + A-l)
i (n -s) ! bn> s = f n~s)(0) — /'(" s>(—1)

et pour le polynôme /'(.r) l’expression suivante:
S = Il

s = 2p 1 S = II
■^x<“i)s/'(xs) a„,n-»(s-i)!(2p)"-szs-i(æ)-

s = 0

Posons par exemple p 2, respectivement p = 1, l’hypothèse x 0 donnera:
< "-= 2

(-- 1)S 1 @11, 11—2S r>

(2s)!22s

Il est évident que nous aurons, dans ce cas, des formules analogues à (4) et (5). 
Posons x = 0, æ = —y, nous aurons de même:

< —
> i>s 2., , T

22s ls 2 ’

°n, n — 2s p.
2 2s + 1 Xjs

(10)

= 2

(17)
2
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de sorte que les formules (12) et (17) donnent, pourvu que la fonction /'(æ) qui 
figure dans les équations aux différences finies (1) et (13) soit la même, la relation
intéressante

= 2 =2

(18)
X~’(—l)S_1&n, n-2s r V^(—1)S_lan» «-S
X , 22s + 1 's 24s_1 /s'

s = 1 s = 1

Appliquons maintenant la formule (2) du paragraphe 6, nous aurons, en vertu 
de (15):

■s = ‘2p S = Il
(19) (2p+l)" (-1)V(^rS]) = y, /<„, ,.l s s!'2?+I;r).

Supposons (¡ue les polynômes qui figurent aux seconds membres des équations 
aux différences finies (1) et (13) ne forment pas des suites harmoniques, nous trou
vons des formules nouvelles en différentiant plusieurs fois par rapport à x les deux 
formules (2) et (15).

Les difficultés qui se présentent dans l’application des méthodes susdites sont 
évidentes.

En effet, il faut connaître :
Io La valeur de /’(x) pour des valeurs particulières de l’argument x
2U Les coefficients an> s respectivement bn< s qui figurent au second membre 

de la formule (1) respectivement de la formule (13)
3° La constante K1) qui figure dans le développement (2).
Cette dernière difficulté est ecartée dans le cas où /(æ) est l’élément général 

d’une suite harmonique.
En effet, dans ce cas il existe deux bases [an] et [ùn], telles que nous aurons:

flp 7

a,l’p = (n—p—ljl ’ n’p ~ [n- pÿ. ’

théorème II du paragraphe 2 donnera de même:

K = an.

Dans le cas où /ïx) est l’élément général d’une suite harmonique, nous ne 
trouvons pas de formules nouvelles en différentiant par rapport à x les formules (2) 
respectivement (15).

(20)

et le

(21)

K n— s —f— 1

’) Posons f(x) = An, o + An,

nous aurons pour K l’expression suivante
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(1)

(2)

(3)

soit

(4)

7*0  —D
s = 0

ce qui donnera immédiatement:
<

/\x) — /’(a?—1)(5)

(6)

certainement nécessaires pour que le poly-

(7)

de x, nous aurons, en vertu de (3):
S = Il

<?
* f{x) = an,2S(n- 2s)!/fl_2s(æ).

n-i
2

0/1,25 + 1 æn_2s_1 ,

< n
2

dn,‘2s Xa 2s ,

f(x) atl,
s = 0

§ 8. Sur une équation fonctionnelle.

Dans un cas, essentiel pour les recherches qui nous occupent ici, nous con
naissons dès à présent les coefficients an,s et ßn>s qui figurent aux seconds membres 
des équations aux différences finies

S = 71

.0 r il — Spli, s ■>

donné.
C’est dans le cas où f(x) satisfait à l’équation fonctionnelle

(— l)nf(-x— 1) = /(æ).

En effet, changeons dans (4) le signe

pourvu que le polynôme du degré n par rapport à x
s == n

— s s

s = n —-1

Jz a»,,«”-*- 1,

de sorte que ces deux conditions sont
nome /’(æ), définie par la formule (3), satisfasse à l’équation fonctionnelle (4). 

Inversement, prenons pour point de départ les deux équations aux différences
finies (5) et (6), les théorèmes I du paragraphe 2 et III du paragraphe 3 donnent 
respectivement ces deux développements:

<n~1
= 2

— /■(x) = Kn + aJl)2s + 1 (n—2s —1)! cpn_2s(æ) ,

/’(æ) + f(x—l)

2

2

(«)
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Cela posé, appliquons le théorème I du paragraphe 5, nous aurons en vertu 
de (8):

I. L équation aux différences finies (6) représente la condition 
suffisante et nécessaire pour que le polynôme entier /(æ), défini pai
la formule (3), satisfasse à l’équation fonctionnelle (4).

Quant à la condition nécessaire (5), elle n’est suffisante que dans le cas où le 
degré n de /(æ) est un nombre pair. Soit, au contraire, n un nombre impair, il 
laut, en vertu de (7), ajouter la condition ultérieure 

(9) = 0 ;

car l’équation (4) donnera, pour n impair:

et nous aurons de même:

Ordonnons maintenant
membre de (7), nous aurons:

selon des puissances descendantes de x le second

tandis que la formule (8) donnera de même:

(11)

On voit que les deux systèmes d’équations linéaires (10) et (11) entre les coef
ficients sont inverses l’un à l’autre.

Dans le cas où n est un nombre pair, on voit que le dernier coefficient an „ 
de /(æ) ne figure dans aucune des formules (10) et (11); c’est-à-dire que nous pou
vons donner à ce coefficient une valeur arbitraire.

L’application des formules (5) et (6), ou, ce qui est la même chose, des for
mules (7) et (8) à la théorie des nombres de Bernoulli et d’EuLER est évidente et 
se présente immédiatement en vertu des développements du paragraphe 7.

On voit du reste que les formules (7) et (8) sont, à ce point de vue, moins 
générales que les formules correspondantes (2) et (15) du paragraphe 7; car les 
deux premières formules ne nous donnent que des formules récursives qui corres
pondent à une valeur paire ou impaire de n, tandis que les deux dernières don
neront de telles formules, quelle que soit la parité de n.

Soient maintenant
(12)

I). K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 7. Række, naturvidensk. og mathein. Afd. X. 3. 40
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les racines de l’équation algébrique
f (æ) = 0 ,

où f(x) est le polynôme qui figure dans les formules (3) et (4), et soit as une des 
racines (12) qui n’est pas égale à — il existe une autre racine «r, telle que

(13) «s — — 1 — «r.
Cela posé, désignons par m un positif entier quelconque, il est évident que 

les polynômes entiers

(14) F„,W
S = 1

qui forment une suite harmonique satisfont aux équations fonctionnelles
(—l)mF„,(—æ—1) = Fni(æ).

Posons ensuite pour abréger

(15) So = Zî , Sr = 4“ 4“ • • • 4~ j

(16) tr = (-g- + «! j 4~ (-g- 4- «a j 4- • • • 4” (“2 4~ ,

nous aurons évidemment :
(17) far + i 0,

tandis que la formule (14) donnera:

(m —q)! ’

c’est-à-dire que

(18)

nous aurons les deux développements

s2g+ 1

(2q4 l)î Çm — ‘¿q (æ) ,

(19)

* F,„(æ) -

Remplaçons maintenant, dans ces deux formules, m par 2m respectivement 
par 2m4-1, puis posons x = 0, nous aurons respectivement:

q = m
(21) (—l)m~1$2/n + i = Q2,n 2<z+i 2q ) S27 ’

g = 0

formules qui sont analogues à (10) respectivement (11).
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Remplaçons ensuite, dans (18) et (19), m par 2m, puis posons æ=——, nous 
aurons de même:

q = ni —1
(22) (—l)'n-l^s2m4,4- 2 22^27 S2q^n^-q,

q — 0 '

<1 = -1
(23) ( l)m(Î2/n «2/n) = ' q2n, _2q ( <>q ) S2q E/n-g ■

7 = 0

Il est très facile du reste de généraliser beaucoup les formules de ce genre.

§ 9. Les suites parfaites et les formules récursives.

Nous désignons comme parfaite une suite harmonique [Fn(x), A,J, dont les 
éléments satisfont pour tous les n à l’équation fonctionnelle

(!) (—l)nFn(—æ —1) = Fn(æ).

La suite harmonique définie à l’aide de la formule (14) du paragraphe 8 est 
par conséquent parfaite.

De plus nous aurons la proposition suivante:
I. Les suites harmoniques formées des fonctions de Bernoulli 

où des fonctions d’Euler sont parfaites toutes deux.
Appliquons maintenant les résultats que nous venons de développer dans le 

paragraphe 8, nous aurons les deux équations aux différences finies

(2) En (x) — Fn(æ—1) 2 y a2s+i
(n — 2s —1)1

s = 0 7

V 1 4., -r«-2s
(3) W +

s = 0 v 7

et les deux développements

(5)

tandis que les éléments de la base [An] satisfont aux conditions suivantes:
40*
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(6)

ou, ce qui est la même chose: 

(7)
(—l)s Aïs î'n-s + l 

(2n-2s+l)! 22n-2*+1
(-l)M2n+j.

On voit que la constante Kn qui figure dans la formule (7) du paragraphe 8 
satisfait, dans le cas qui nous étudions ici, à la condition K2n + i = 0; c’est-à-dire 
que nous aurons le théorème suivant:

II. La suite parfaite (Fn(æ), AJ est déterminée, pourvu que nous 
connaissions une seule des deux suites infinies

(8)

(9)

A y , A 2 , A 4 A‘2n , • • •
Ai, Aß, A g, . .., A2n + i > ...

Pour les fonctions ^n(æ) de Bernoulli la suite correspondante (9) 
que le seul élément

ne contient

tandis que la suite (8) qui correspond aux 
seul élément

fonctions /n(æ) (I’Euler se réduira au

On voit qu’une suite parfaite quelconque conduira à des formules récursives 
de la forme (6) et (7).

Or, il est très facile de donner l’inversion des théorèmes indiqués par ces 
deux formules récursives.

En premier lieu, soient

deux suites infinies, telles que nous aurons, pour n > 1, les formules récursives 

<10) J?™!)?’
s = 0

puis posons pour n > 0
(11) A2n = 2 (an -p h;i), A2/l_|_i = an, 

nous aurons le théorème suivant:
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(12)

(13)

deux

(14)

En second lieu, soient

n > 0, les formules récursives

(15)

(17)

(18)

< “2
(as4-ôs)/n_2S(æ).

Remplaçons dans (17) n par 2n, puis posons x = 0, nous aurons, comme 
conséquence immédiate de (15) la formule récursive pour les Bn

III. La suite harmonique [Fn(æ), An], dont la base [A„] est déterminée 
par les formules (11), est parfaite, de sorte que nous aurons ces deux 
d é V e 1 o p p e m e n t s, valables pour tous les n :

<î
— F n (x) = as^C>n_2s(x) ,

2 (æ) —

C’est-à-dire que nous pouvons remplacer la formule numérique (10) par les 
formules (12) et (13) qui contiennent la variable complexe x.
Remplaçons, par exemple, dans (13) n par 2n -f-1, puis posons x = 0, nous 

aurons, comme conséquence immédiate de (10), la formule récursive pour les 7’n
S = Il

•42/1 G-n. > -42/1 + 1 — bn •>

puis posons
(16)
nous aurons de même :

IV. La suite harmonique [Fn(x), An], dont la base [An] est déter
minée par les formules (16), est parfaite, de sorte que nous aurons ces 
deux développements, valables pour tous les n:

2 7*  n(æ) == bs(pn 2s (æ) >

il 0 , Ö! i > a 2 , • • •■> •>

5 o, 5 j, b 2, . . ., bn, 

deux suites infinies, telles que nous aurons, pour
S = 71

(—l)sas7\_s+1

^s/n 2s (æ)-

i ^n(æ)
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(19)

14 semble être une exception à la

parfaites. Soit par exemple p > 2
un nombre entier, je dis, que les

(20)

(~ir 1(21) S'nCæ) =

(23)

forment des suites parfaites.
En effet, nous aurons immédiatement:

(22) (-ly^^-æ-i) = /n(æ), (-i)n^n(_æ_i) = (-l)p^(æ),

et nous verrons que ^(ie) est toujours du degré /?, gn(x) du degré n respectivement 
n—1, selon que p est pair ou impair.

Appliquons les définitions (20) et (21), les formules (11) et (12) du paragraphe 5 
se présentent sous la forme suivante:

(— l)n 1
{—pX—p) = (pæ) + /„_! (æ) ,

(—l)n (---1)P 1-pn Zn(-pX-p) =~^—Zn{x) , gn(x) ,

ce qui donnera le théorème suivant:
VI. Soit p>l un nombre entier, les polynômes

2
Fn (æ) = ÿT-i <fu (px) + /H_1 (æ) ,

(24) Gn(x) = —Zn(px) — (—1)P gtl(x)
I 

forment des suites parfaites.
On voit que Fn(x) est toujours du degré n, tandis que Gn(x) est du degré 

zi —1 respectivement n, selon que p est pair ou impair.

(2n —2s)! k \ 2 n

Dans ce qui suit nous désignons comme régulières les formules récursives 
de la forme (10) respectivement (15) pour les I3n et les Tn, tandis que les autres 
formules récursives seront désignées comme étant irrégulières.

Remarquons que la plupart des formules récursives linéaires connues poul
ies Bn et les Tn sont régulières, il est évident que les suites parfaites jouent un 
rôle fondamental dans la théorie des nombres susdits.

Cependant, il faut remarquer que la plupart des suites parfaites que j’ai trou
vées par ces considérations ne présentent qu’un intérêt médiocre pour l’Algèbre.

Le polynôme étudié dans le paragraphe 
règle générale.

Il est très facile d’indiquer d’autres suites 
polynômes

/n(^) =
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CHAPITRE III.

Formules complètes linéaires.

§ 10. Formules régulières pour les B„.

Il est très interessant, ce me semble, que la plupart des formules récursives 
classiques connues pour les nombres de Bernoulli sont une conséquence immédiate 
de l’identité m

" 2
(— l)sBs.xm2s 
(2sj! '(m —2s)T ’ 

formule qui nous donnera un grand nombre d’autres formules récursives aussi 
élégantes que les précédentes.

En effet, désignons par p un positif entier quelconque, puis posons pour abréger

(2) Am (æ, p) = — 1 (2s,n (x, p) — (æ 4- p)m) — (x+p)m +1,

nous aurons, en posant dans (1) æ-j-p au lieu de x, la formule générale

(3) (— l)s_1 (^2s) (^ + p)m_2sBs. = m! .^(æ) + Am_i(æ,p),
S — 1

formule qui est essentielle dans la théorie des nombres de Bernoulli.
Première application. Supposons x = 0, puis posons pour abréger

(4) Am = Am (0, p) = m 2 (2s/n (p) — pm) — pm +1,

je dis, que nous aurons les quatre formules récursives générales:

(5) JC-MÏÏ ¡M!’ " »
S = (1

= (—l)nlff2/,,

(6)
(22" + 2) i)2!+2ß- ’

s = 0
(-1)«-U2n+1,

(7)
S = 0

(— 1)" + pA2n),

(8)
(2n M)ß„+2?( -D’(2s2"i) = (-!)"-> 4p'-212"-1)

En effet, posons dans (3) .r = 0, m = 2n-j-l respectivement m = 2n-|-2, nous 
aurons les formules (5) et (6); soustrayons (5) de (6), il en résulte la formule (7). 
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ces

2m~1 — (m — 1),

due

(9) n !

(10)

les 
(15)

1
2 ’Deuxième application. Supposons, dans notre formule (3), x 

puis posons pour abréger:

ce qui nous conduira aux formules 5, 6, 7 et 8 de la Table; la formule 5 est 
à G.-F. Meyer 4).

On voit, en vertu de la formule (11), du paragraphe 4, que les suites par
faites qui correspondent aux formules régulières (5) et (6) ont respectivement les 
éléments généraux 

Quant à la formule (8), nous posons dans (6) n —1 au lieu de n, puis soustrayons 
le résultat ainsi obtenu de la formule (5) divisée par p.

Ces formules générales nous donnent les cas particuliers suivants:
Io p = 1; nous aurons:

A - m~1 A -A , — 1
— 2 ’ 71/77 71/77 ~ * — 2 ?

ce qui donnera les formules 1, 2, 3 et 4 de la Table. Les trois premières de 
formules sont dues respectivement à Moivre1), à Jacobi2) et à Stern3).

La formule de Moivre est la première formule récursive connue pour 
nombres de Bernoulli. On voit que notre définition des Bn, savoir la formule 
du paragraphe 2, donnera et la formule de Moivre et celle de Jacobi.

2° p = 2; nous aurons dans ce cas:

A„, = m(2f,„_,(p) —(2/1-1)”' ') - (2/1-1)"'.

où tin(p) est la somme de puissances numériques, définie dans la formule (17) du 
paragraphe 4, nous aurons, par la méthode expliquée dans la première application, 
les formules générales

s n — 1
(12) (22" + <—2)B„ 4- 1>*(  q”)22" 2’<2'' O2"«,, > =■ (—

S = 1

(13) ^7(-1 )'S(2s 1 ) 22;i(2/1—l)2s/?n_s = ,

s=o x

’) Miscellanea analytica, complementum, p. 6; Londres 1730.
2) Journal de Grelle, t. 12, p. 265; 1834.
3) Ibid. t. 84, p. 267; 1878.
4) Die Bernoullischen Zahlen (Thèse de doctorat); Gœttingue 1859.
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s = n - 1
(14) ((2n-l)22" + 2)B„+^7(-ir(2s* 2^1)22»-2»(2p-im_s = (-l)»-‘(^-A2n

9 Journal de Crelle, t. 26, p. 90; 1843.
2) Opuscula analytica, t. II, p. 264—265; Saint-Pétersbourg 1785.
s) Journal de Crelle, t. 94, p. 224; 1883.

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 7. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. X. 3.

S = Zl l
(15) (22"+‘-2) B„ + £ (-I)8 (2"71)22"-^(2p-l)^B„_s = (-1)"-» (A2„-(2p- 1) A2„_,).

S = 1

Io p=l; la formule (11) donnera

A/n == m 1 , Am Altl _ i = 1 ,

d’où les formules 9, 10, 11 et 12 de la Table. La formule 9 est due à Stern1), 
tandis que la formule 10 appartient à Euler2).

2° p == 2, ce qui donnera :

Am = (m—3)3m-1 + 2m, Aín-3ám + i = 3'"-> — (4/n-6),

et nous trouvons par conséquent les formules 13, 14, 15 et l(i de la Table.
Les suites parfaites qui correspondent aux deux formules régulières (12) et 

(13) ont respectivement les éléments généraux

(16)
I s n—1

2n-2 (2æ) +
p) + (—l)nSn-l 

n!

(17)
Sn(x —y, /))+(—l)nSn(—æ—y, p—1) 

n !
Troisième application. Posons, dans la formule générale (3),

X a
4 ; a= 1 ou a = 3 ,

nous aurons les formules générales
s == n — 1

(18) JP(-l)si2" + })(4p-a)*+>42«-*B„_ s = (-1)-2'e„-(-1)"4^+>A2„(-^-, p 

s — 0
S "Z 11

(19) (-îyfas )(AP "i'"’4211-25= - (22"-2)B„-(-1)"4="â2„_1(--3-, p).
O _  H ' '

Io p = l; nous aurons les formules 17, 18, 19 et 20 de la Table; la formule 17 
est due à Worpitzky3).

2° p = 2; nous trouvons les formules 21, 22, 23 et 24 de la Table.
Les suites parfaites qui correspondent aux deux formules régulières (18) et (19) 

ont respectivement les éléments généraux

41
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(-ifs1 / 1\ Sn(æ-T’P)-H-l)M-*-T ’^“l)
(20) —2K Z«(2æ— 2/+ n!

! ! Sn-ifie —y, p)+(—l)nsn_i(—æ —p —lj
(21) 4n 1 ^n(^x) — 2nL1 ^n(2æ) -p (« —1)!

Quatrième application. Soit, dans la formule (3),
a 4 ox^--, a = 1 ou a ■= 2 ,
D

nous aurons la formule récursive générale
s Il —1

(22) |(32n-l)B„+^(-l)s( 2")(3p-<i)^3^B„_s = (-1)" '32M2„_,(- |,p),

s = 1

dont la suite parfaite correspondante a l’élément général

?n(3*)  S» U*  L/'l i'--*  -- 3>'' ’)
(23) 3"-1 + (n —U!

Io p = 1; nous aurons les formules 25 et 26 de la Table.
2° p = 2, ce qui donnera les formules 27 et 28 de la Table.
Cinquième application. Les hypothèses

X a 1 ou a — 5

nous conduiront, en vertu de (3), à la formule récursive générale
S — il — 1

(24) )1S(J”) (Qp-ay^&^-^Bns
s = 0

(32iI—3)(22«-2)
n

i_(_l)n-162M2n J- a
6

à laquelle correspond la suite parfaite formée des polynômes

.... ^n(6x) g„(3æ) p„(2x) ,
ßn-rl ßn-l 2n_1 ' (n—1)1

P p = 1; nous aurons les formules 29 et 30 de la Table.
2° p = 2, ce qui nous conduira aux formules 31 et 32 de la Table.
On voit que les formules récursives que nous venons de développer sont con 

tenues dans les trois formules générales de la forme

(26)

(27) (ln,p^n “F ^n,p^n H- ^n,p ■>

c = 0
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s = n—-i
(28) ^7(—!)s i 2s ) 62n-2sp2sBn-s — «n,pBn + ßn,p.

s~0 '

Dans ces formules générales p désigne un positif entier quelconque.

§ 11. Formules régulières pour les Tn.

Dans nos recherches sur les coefficients des tangentes nous prenons pour 
point de départ la fonction d’EuLER

<; nt+1
1 æ,n t y*  (-1)3-1 Tsz™r2’ + 1

W 2 ’ ml ?2s—l)!(/n —2s+l)!22s ’
s =1

remplaçons x par x-\~p, où p désigne un positif entier quelconque, puis posons 
pour abréger
(2) Am (æ, p) = 2m +1 am (x, p) — (2p + 2æ)"‘,

nous aurons la formule générale;
znj-l

2
(3) ^7(— 1)s_1(2s— 1) (2p+ 2æ)m-2s+1 Ts — A,n(x, p) + (— 1)p m ! 2'n+1/m(x).

S ~ 1

Première application. Supposons, dans (3), a:-—y, puis posons eu 
vertu de (2):
(4) A,n = 2rm(p) — (2p—1)"’,

où Tm(p) est la somme de puissances numériques définie dans la formule (18) du 
paragraphe 4; nous aurons, par le procédé ordinaire, ces quatre formules récursives:

s 11 ~~1
(5) X(~(2s2+1 ) ~1)2s+1 Tn-s = (-l^E^t-l)«-1^,

s = 0
s =2 n—-1

(6) ^7(-l)»(2n~1)(2p-iy r„_, -
s = 0
s ~~ n~'1

(7) ^7(-l)4^7|)(2p-l)2«+>r„_! = (-l)P-‘E„-(-iy(A2,,^(2p-l)A2„_I),
S — 0
s == n 1

(8) 7’„+1-^'(-l)s(;2s2'i2)(2p-l)2>+27’„_s _ (_i)P i(2p-l)E„_( -l)"((2p-l)A2„-712„+,). 
s= 0

1» p=l; nous aurons:
■4m = 1 > d;j( 1 = 0 ,

ce qui nous conduira aux formules 33, 34, 35, 36 de la Table.
41
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nous trouvons

5

(10) n !

2° P = 2,

tfn(æ—4’^)+ (~I)"* 7'1

ce qui donnera :
A/n = 3m — 2 , A,n 3Am_i — 4 ;

les formules 41, 42, 43 et 44 de la Table.

les formules (7) et (8) nous conduiront aux formules 49, 50 de la3° p = 3 ;
Table.

Les suites parfaites qui correspondent aux formules régulières (5) et (6) ont 
respectivement les éléments généraux

S = 1

Deuxième application. Supposons, dans la formule générale (3), x = 0, 
puis posons pour abréger

(11) Am = 2m+l1i7/n(p) — (2p)ni ,

nous aurons, pourvu que p soit un nombre impair:

(12)
S = D

(2p)2« + i 7’n_s = (_1)h-m2îi)

(13)
2r„+,+^(-l)-(2n+1)

(2p)2s Tn_s+i = (—l)“A2n + l,

(14)
2n7’„ + 1+^(-ir(^+;)

S = 1

(2p)2»T„_,+1 = (_l)»(^l_â2„+1),

(15)
2T„+1+T(-1)»(2J

) (2p)2® T„_s+1 - (—l)"(A2„+i-2pA2,l).

1° p -= 1, nous trouvons: 
Am=2™, —2Am_i = 0,

ce qui donnera les formules 37, 38, 39 et 40 de la Table.
2° p = 3; les formules (14) et (15) donnent les formules 51 et 52 de la Table.
Supposons que p soit un nombre pair, nous aurons:

.s =■n —1
(16) ^(-lr(2s2nL1) (2p)^ + i T„_s = (-l)'-i a2„ ,

s = 0
S _ Il - 1

(17) (2p)a+2r„_s - (-i)»-m2„ + i,
s = 0*
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S = n ~ 1
(18) 2nr„+^(-l)«(^-})(2p)*r„_ s - (—!>-■ >(a2„ -~^),

s == n- 1
(19) ^(-1)«(2s2^2)(2p)2’+27-„_s = (-1)'-i(.42„ + i-2/M2„). 

s = u

3° p = 2; nous aurons:
Ain = 4™ - 2™ +1, Ain — 4Am_i = 2«> +1,

ce qui donnera les formules 45, 46, 47 et 48 de la Table; la formule 45 est due à 
G.-F, Meyer1).

Les suites parfaites qui corrrespondent aux formules régulières (12) et (16), 
U3) et (17) ont respectivement les éléments généraux
PO) <7n(æ, p) + (—l)n<Tn(—æ—1, p) 

(21)

JC

nous

"n
(25)

2n —1
2s

a 1 ou a 2 ,
puis posons:

(22)

Troisième application. Supposons dans la formule (3) 
a
3 ’

3 , p) — 3(6p —2a)‘

formule récursive

h

ni

■4/n — 6'" Gm

aurons pour ni = 2n— 1, la
S — Il I

p-1,•(
(24) ^(-îr)

s = 0

ce qui donnera pour p = 1, p = 2 les formules 53, 54, 55 et 56 de la Table.
La suite parfaite qui correspond à la formule régulière (24) a l’élément général

(X — y, p) + (—1)%

(—l)«+p(32»-3)
2 n’

§ 12. Formules pour les

Nos recherches sur les nombres d’EuLER sont fondées sur la formule (10) du 
paragraphe 5, savoir:

(1) 2jj</n(æ) m !
(-DSFS
(2s) ! 22s

1 ni 2s
2 )

(zn — 2s) !
dans ce qui suit nous désignons toujours par p un positif entier.

0 Die Bernoullischen Zahlen. Gœttingue 1859.
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X

récursives :

(3)

(4) -S

(5)

(6)

abréger :

s — 0
s = n — 1

5-0

lu p = o, ce qui donnera <r,;i(0) = (), d’où:
■4.ZJI === 1, 4m 4m —i = 0 j

c’est-à-dire que nous aurons les formules classiques 57, 58, 59 et 60 de la Table. 
Les formules 57 et 59 sont dues respectivement à Euler1) et à Schere2). 
2° p = 1? nous aurons dans ce cas:

Am ----= 3"’- 2"’ + ’ , Am -34/n_i — 2m,
ce qui donnera les formules 65, 66, 67 et 68 de la Table.

3° p 2; les formules (5) et (6) donnent respectivement les formules 71 et 72 
de la Table.

Deuxième application. Introduisons, dans la formule (1), x = p
posons pour
(7)
nous aurons

^7(-1)'(2s2j’l)(2p+1)2,+'£»-s - <—1)P 7-„+1 + (-l)"-‘p2„+i-(2p+l)A2„),

!) Institutiones calculi differential is, p. 545; Saint-Pétersbourg 1755. Opuscula analytica, t. II, 
p. 269 70; Saint-Pétersbourg 1785.

2) Mathematische Abhandlungen; Berlin 1825.

Première application. Supposons, dans (1), x — p, puis posons pour 
abréger :
(2) 4„, =- (2p4-ir--2"’ + 1<7m(p),
le procédé ordinaire nous conduira à ces quatre formules

s -j n—1

s = 0
s — zt—1

Puis

4ni = (2p)m — 2rni(p), 
pour p i m p air:

l)n (^2i< (2p4~l) -1).

:„_s -

5
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ce qui donnera les formules 61, 62, 63 et 6-1 de la Table.
Soit ensuite p un nombre pair, nous aurons:

(11)

s = 2n 1
2E„+^7(-l)’(2n-1)(2p)2’£„_. = (- l)'>->(A2„-2pA2„_1).

S = 1

1° p = 1; nous aurons:
A,n = 2"' —2, Am-2Am_i = 2,

de la Table.

(12)
s = n—1

- (-l)M,n>
.S = 1

(13)
S = II— 1
^(-1)s(2"t})(2p)2s+‘En-s - (-1)"-M2„+1, 

s =0 '

(14)
S =11—1

(2n )-l)E„+ yi(-l)’(2s2"1)(2p)^Æ„.s = (-l)n-ii2,2"+1 - A2„), 
s^l ' 'P

(15)
s = n—1

= ( l)"(Ä2„+2-2p42n+1).
s — 0

2° p =2; les formules (14) et (15) donnent respectivement les formules 69 et 70

Troisième application.

x = p

puis posons pour abréger:

Introduisons dans la formule (1): 
a 1 O, a = I ou a = 2 ,

(16) = 2 • (--- 1-, p) — (6p4 3—2a)ni 1 ,

nous aurons pour m = 2n— 1:

(17) y (-iyÍ 2'4Z} 132"(6p+3-2a)2*+ig„ = (-1)" M2„ - tl)'’t“(s2n-3) T¡¡
.9 = 1

Posons particulièrement p - 0, a 1; p = l, a - 2; p 1, a=l, nous aurons 
respectivement les formules 73, 73 et 75 de la Table.

§ 13. Formules contenant les et les !)

Les formules de Bernoulli et d’EuLER montrent clairement que les Bn et les 
Tn sont intimément liés avec les deux sommesj de puissances numériques sn(p) 
et <7n(p).

’) Dans un Mémoire qui paraîtra dans les Annali di matemática j’ai donné des généralisations 
très étendues et très curieuses des formules du § 13.
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De plus, il est très facile d’évaluer, pour les Bn et les Tn, une suite de for
mules récursives dont les coefficients contiennent les deux sommes susdites. Nous 
nous bornerons à développer les formules de ce genre qui sont essentielles dans 
les recherches qui nous occupent ici.

Remarquons tout d’abord que les développements pour les sn(x, p) et les <?n(x, p) 
que nous avons donnés dans le paragraphe 4, nous donnent des formules du genre 
susdit.

En effet, posons, dans la formule (12) du paragraphe 4, x = 0, x = —1, puis 
soustrayons les deux résultats ainsi obtenus, nous aurons la formule inverse de 
celle de Bernoulli, savoir:

(1) pn = l)r(^rn j j(2sn_2r-l(p)-P'1 2r 9 + ”!4PZn(°)-

r — 0

Traitons de la même manière les formules (14) et (16) du paragraphe 4, nous 
aurons:

<^J.
2

(2) + = 2ff„+i(p)-p“+l+ ^ÿ’(-l)--1('l + 1)j?r(2^, p»-2r 1),

r = 1

ce qui est l’inversion de la formule d’EuLER.
Posons maintenant, dans la formule de Bernoulli,

ni—1
= ~2~

msni_i(r) — rm — ™ r'"-1 = (—l)s 1 Bsr",-2s,
S = 1

successivement
r = 1, 2, 3, . . ., p —1 , 

puis additionnons les p—1 équations ainsi obtenues, nous avons à étudier la somme 

A = sin__i(l) -p s/n_i(2) -j- ... j sni_i (p 1).

A cet effet, ordonnons le second membre selon les puissances

P"-!, 2n,~1, 3m_1, ..., (p—1)DÏ 1 , 
nous aurons:

A = (p-1). V»-i + (p-2)-2'» 1 + ... + (p-(p-l))-(p-)l"'-1, 

ce qui donnera immédiatement:
A = psm_i(p—1) —sm(p—1).

Gela posé, nous aurons finalement:
ni — 1

2
(3) (—l)r_,(^.)sni_27-(p—!) 2 _1 (p—1) — (m4-l)s„i(p—1).
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D’autres formules récursives de ce genre sont des conséquences immédiates 
des développements de ç?n(pæ) et /tl(px) donnés dans le paragraphe 5, savoir les 
formules (21), (22) et (23).

Le premier de ces développements:
r — in
V - (__ l)rpn,~r_1

^n(pæ) = jD,n^m(X’)+^> - ------ ----------------- Sr(p—l)^n-r(æ)

r = 1

donnera pour x = 0 et m 2n respectivement m = 2n 1 ces deux formules 
récursives :

r -= ni

(4) (pi» + '—p)Bn + l)r(Jr)p2tl~ 2rS2r(p —l)ß/i-r = (—l)"(s2n(p—1) — «P S2fl_l(p—1)),

r = l •

(5) ^~'(— )p2'1 2' S^+1(P—= (-■ l)'l(s2n+l (P~ 1) ~ + jjpMH)) ’

formules qui peuvent être traitées d’après la méthode appliquée dans les para
graphes précédents.

Les deux formules (4) et (5) sont dues à M. A. Radicke1); posons dans les 
formules en question p = 2, nous retrouvons les formules 9 et 10 de la Table.

Remarquons encore qu’il est permis de remplacer, dans (4) et (5), les sm(p— 1) 
par les sm(p) correspondantes.

Posons, dans (3), m == 2n, puis soustrayons de (4) le résultat ainsi obtenu, 
nous aurons :

r = n 1 
p(p2„_l) B„ I" (P-1) (P2"-2"--!) Bn-r -

r = 1

= (—l)n(n(p—l)S2n-l(p—1) —2««2n(p —1)) ,

formule qui est essentielle dans la théorie des nombres de Bernoulli.
Quant à la formule (22) du paragraphe 9, savoir:

r = in
(—l)rpm"'r—1

/m (p%) = / —(r-t-1) ! <Tr+1 r ’
r = u 1

où p désigne un nombre pair, nous aurons en posant x = 0 et m = 2n respective
ment m = 2n-| 1, les formules récursives:

(7) 1)r( lrl l )p2n 2r^2r+l(p -l)Bn-r = (~l)"^2n+l (P~l) “ \ )p *2n  (p~ 1))

r = 0

') Die Recursionsformeln für die Berechnung der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, p. 7; 
Halle a. S. 1880.

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 7. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. X. 3. 42
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r = n — 1

(8) (22n—l)pBn + = (-l)"(<r2„(p-l)-np<r2,.-i(p-l)).
r^l

dont la dernière est très curieuse en comparaison avec la formule (4).
Posons p = 2, nous retrouvons de nouveau les formules 9 et 10 de la Table.
Du reste, on pourrait, dans (7) et (8), remplacer les (7m(p—1) par les <7m(p) 

correspondantes.
La troisième des formules susdites, savoir la formule (23) du paragraphe 5 :

r = ni
V"7 (—l)rPm—r

Zm(W = P'"Zm (æ) + y -------- pp-------<7r(p—l)Z/n-r(æ),

où p doit être un nombre impair, donnera de la même manière les formules 
récursives

r == n—1

(9) (p2'—-1)7-,, r 11 T„_r = (- 1 1" 1 22"~'<7,„ ,
r = 1

r - n—1
(10) ^T(— l)r(2r2^1 )p2n 2r~122r^r+l(p-l) Tn r = (-l)«-^2«-1^^-!).

r = 0

n

polynômes, les

/n(æ) = ^7(12)

(13)

1, nous aurons

1
2

1
2

nous avons
nomes :

9.
pour le premier de ces deux

qui figurent à la fin du paragraphe 
Nous aurons immédiatement, 

deux développements : n

2r+i T .1 r+J ,

r = 1 x r

remplaçons n par 2n respectivement par 2n ;

Dans ces deux formules on pourrait remplacer les <7m(p—1) par les <r/n(p) 
correspondantes, pourvu que nous remplacions en même temps, dans (9), p2n—1—1 
par p2n_1-|-l.

Pour mettre en pleine lumière la grande flexibilité de nos méthodes générales, 
encore à étudier les deux suites parfaites formées des deux poly-

Gn(æ) =

posons X = 0 , puis
respectivement la formule (5) et la formule nouvelle:

r = n—1
(14) S2„+1(P- 1) = fcL22"-5S±!(p-l)P2“+‘+^,(--l)r(2P+})S2n-2r(P-l)(f)

• r — 0

5

î

(—■)
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dans laquelle on pourrait remplacer les s;„(p- l) par les sm(p) correspondantes, 
pourvu que nous remplacions en même temps le facteur p—1 du premier terme 
au second membre par p -j-1.

Quant au polynôme Gn(æ), nous aurons pour p pair:
<î

(16) =Z»(;r)4-4^ 1 ! n-' Z,,-2r’

<î

(16) 4 G"(x) = S (2r+lH^< ÍÍ,,-2'(X) ’

tandis que nous trouvons pour p impair:

(”) 4 G" W *-»-*  <*>  >

(!8) 4 G„(x) =JT P»-2r-i W-
Posons dans les quatre dernières formules x = 0, nous aurons, pourvu que n 

et p soient de parité différente:
<“=1

2
(19) ffn(p — 1) = 2/?<7n_i(p^l) 4~ 1)^}  ̂P~r ° n -2r(p— 1) Bp ,

r = 1

(20) a„(p-l) =■ n ! 2p"z„(0) + JV(-iy(2r41 ) ( 2 )"" ' (P-D Tr+I ;
r = 0

dans ces deux formules il est permis de remplacer les am(p—1) par les o-i2l(p) 
correspondantes.

§ 14. Exemples des formules irrégulières.

Pour obtenir des formules récursives d’une nature entièrement différente des 

(1)

précédentes, nous avons à étudier le polynôme

xn~s
22s ’ ^o(æ) = 2;

nous aurons pour n == 1 et n — 2 respectivement:

(2) ^(x) - æ+4> ?4(æ) = æa+æ+4-
42*
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De plus, il est très facile de vérifier la formule récursive

(3) H—2 (æ) = ^p+i(æ) H-2^ Vp—i (æ), P y

ou, ce qui est la même chose,

^(x)^p(æ) = ÿp+i (æ) + 2ï -i (æ), P>1,

d’où, par la conclusion ordinaire de n à Z7-}-l, la formule plus générale

(4) Fq(x) ^p(æ) = Vp+q(x) ^p-q(æ) , P>q-,

c’est-à-dire que nous aurons particulièrement:

(5) iæ2 + ^p(æ) = ?p+2(æ)^p~2(æ), p > 2.

Cela posé, nous aurons immédiatement la formule curieuse:
(6) ^'n (4æ2 -t 4x) = 22/1 ^2n(æ) ,
d’où, en vertu de la définition de #4(æ):

S = II 
^2n(æ) = ^7 

s = 0

2n /2zi—s\ (æ2 + æ)'ls.
2zi- - s \ s / 24s(7)

appliquons ensuite la formule (3), nous aurons de même:

(8)
... , . / . 1 \ \^/2n—s\(æ2+æ)n s
^2n+l(æ) — (æ+ 2 / \ S / 24s

8 = 0

^n(æ)(9)

1
(10) - 22n-l ’

Les formules 
valeurs numériques

^n(O) ï<(0) - 22"

De plus, nous aurons, en vertu de (3), par la conclusion ordinaire de n à 
714-1, cet autre développement:

< n
(—i)sn

^n(æ) = X, n~S
s = 0

que nous venons de les

1 yi—2s

s / 24s

développer donnent im médiatement

i2 /z//;. 1 _ 1 \ (-l)n
n- 2 ’ 1¿n y 2 ) 24n-l •

Nous avons encore à déterminer cette autre valeur numérique:

(H)

les développements (1) et (9) donnent immédiatement pour an ces deux expressions:

(12)
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tandis que l’équation fonctionnelle (3) donnera la formule récursive:
(13) an_i = atl a,t_2, z» > 2.

Appliquons les valeurs initiales:

«o = 2> =
nous aurons généralement:
(14) aß/l=2, ôcn + 1 = 1 , «6n + 3=—2, a6/l + 2=—1.

Posons pour abréger
2 cos nO = (I>n (2 cos H),

nous aurons :

= (2z |/æ) ;

c’est-à-dire que l’équation algébrique du degré n

(15) ^À(æ) = 0
a les n racines négatives inégales.

(16)
(2p+l)7Tav = —cos2----------.p 4n , 0 < p < n —1

de sorte que nous aurons

(17) «p «n- p—1 == 1 , p > n — p — 1.

intéressante

Bernoulli,
nous

2 m(18)

(19)

Dans (18) nous aurons par conséquent: 

2s(æ) ,
-2s — 1)!
2 4s+ 2

1 F„(æ) = Æ„,

<?
) = _2H_
2 m—s

Cela posé, il est évident que ÿ;à(æ) représente une solution très 
de l’équation fonctionnelle

(-l)nf(-X -1) = ftx),
où f(x) est un polynôme du degré n par rapport à x.

Quant aux applications de ^{x) dans la théorie des nombres de 
aurons les deux développements:

m - 1
= 2

\ (/n — 2s) !
J 2 4s Zm-2s(æ)-

2m — 2s —1

K?n + i — 0 ;

mais je n’ai pas réussi à déterminer sous une simple formule la valeur de Æ2n.
Posons dans (18) m = 2n-j-l, x = '~T’ nous aurons, en vertu de (11) et (14), 

la formule récursive
s = n — 1

(-l)^(2n + l)
4n—2s+l

/4n--2s-|-l\
l 2s+1 ) 11(20)
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(21)

(22)

n—s

Bn~s

Enfin, différentions par rapport à x la formule (18), puis posons m = 2n 4-1, 
x = 0, il en résulte:

s = ril
(- l?(2n +

(4n —2s+l)

où nous avons posé pour abréger:
û»3n = 0 , (0311 +1 = — 3 , (t>3n + 2=0.

Posons dans la même formule m = 2n et x = 0, x =—* -, puis soustrayons 
les deux équations ainsi obtenues, nous aurons:

s = n—1
(—l)s2n

4/1-—2s-—1

Quant à la formule (19), posons m = 2n — 1, x — 0, nous aurons:

(23) /4n— 2s — 2\ T 
\ 2s )lls

tandis que les hypothèses m 2n, x=—* donnent:

(-l)n-1

22« 2 ’

(24)
1-4-1)«

2 2,1

On voit que plusieurs des formules récursives que nous venons de trouver 
sont homogènes.

Différentions plusieurs fois par rapport à x les formules (18) et (19), nous 
trouverons des formules récursives irrégulières d’une forme plus compliquée.

CHAPITRE IV.

Formules linéaires incomplètes.

§ 15. Étude d’un polynôme entier.

Désignons par x et a deux variables complexes, par n et p deux nombres 
entiers non négatifs, nous avons à étudier le polynôme entier du degré n }-p :

(1)
Ecrivons

f(x) = (æ 4 a)n (x 4 1 — 6c)P.

f(x) = (æ + a)«((o? + «) + (1—2a))p,

nous aurons, en appliquant la formule binomiale:



donnera de même: 

(3)

ces

le

la
formule

(6)

aurons évidemment:et nous

(7)

Cela posé, additionnons, puis soustrayons les formules (2) et (3), nous aurons 
deux

où 
variable x.

Pour déterminer la valeur de Æil)P(a) nous différentions par rapport à x 
(5), ce qui donnera:

f ) (n “HP— s) • —2a)s2'n+p_s(æ4_ût) +

(—l)s ( s )(n + P — *) ! (1—2a)s^t+p_s+1(æ —«),
s = U

terme A\p(«) qui figure au second membre de (5) est indépendent de

et il est évident que l’identité

/■(x-l) — (x-«)P((x-«)-(l-2a))n

développements:

f'(æ)

Développons maintenant, en vertu de (5), les deux fonctions qui figurent au 
second membre de (7), nous trouvons précisément tous les termes du second 
membre de la formule (6), mais nous trouvons en outre un terme qui est indépen
dent de X’; c’est-à-dire que ce terme constant par rapport à x s’évanouira, de sorte 
que nous aurons :
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K-n, p (a)

c’est-à-dire que nous aurons:

(8)

Or, l’identité évidente 

s

m !ml
s — u

donnera:

(9)

Km, ü (&)

(10)

fonctions d’EuLER à indice négatif, 
cas particulier de (11), c’est-à-dire

ou, ce qui est la même chose :

où il faut supprimer les termes contenant des
Remarquons que la formule (4) est un 

correspond à q = 0.
La formule (5) donnera de même:

, S = 0

car les deux membres de la formule (9) sont des éléments de deux suites harmo
niques.

Remarquons ensuite que la formule (9) peut être obtenue directement de (5) 
si nous posons p = 0, n = m et si nous divisons ensuite par m!.

Cela posé, nous aurons :
(—l)m(l—2a)m+1

d’où, en vertu de (8), généralement:
(—l)nn! pl

Soit ensuite q <. n p un positif entier, la formule (4) donnera:

(x + d)m 
m\

s= m

+

An,p(a) I

s = n

S = U
S = Il(12)
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où il faut supprimer les termes contenant des fonctions de Bernoulli à indice 
négatif.

Il est évident que la formule (5) n’est pas un cas particulier de (12); c’est-à-dire 
qu’il faut étudier séparément la seule formule (5) et l’ensemble des formules (12).

Il est très interessant, ce me semble, que nos identités algébriques précédentes 
nous donnent, d’un seul coup, toutes les formules incomplètes de première espèce 
connues et un grand nombre d’autres. On sait que les formules connues de ce 
genre ont été trouvées par des méthodes différentes.

§ 16. Formules de M. Saalschütz.

Posons, dans notre formule générale (5) du paragraphe 15, a = 0, la fonction
^n + p + i(æ) disparaîtra, de sorte que nous aurons, après une légère modification, le
développement suivant:

(1)

*"(*+')"  =¿rTÍ^+.Xt+0(n+p_s~1)lp"+'’

(2)

v 1 r 1 ' s = 0
s = n—1

+ 1)S(çXl) («+P —S“l)!^n + p-s(æ),

s = 0

s (æ) +

ce qui nous donnera les formules incomplètes que M. Saalschutz ’) a trouvées à 
l’aide de la formule sommatoire d’EuLER et de Mac Laurin.

Io Supposons tout d’abord n-\-p pair, savoir: 2

n p = 2m,

puis

(3) 2m— 2s ’

incomplète :

•ß/il—s

posons X = 0, nous aurons la formule

Bm—s i 
2m— 2s r

d’où particulièrement pour p = n, ce qui donnera également m = n,
plus élégante

(4)
n! n!

(2/14-1) ! ’

la formule

Supposons dans cette formule n = 2q respectivement n = 2</4h nous verrons 
qu’elle contient respectivement l’ensemble des nombres de Bernoulli:

B'¿q > B'±q-\ > • . . . , Bq+ 1 , 

B‘)q +1 , Bïq , . . . . , Bq _|_ j.

’) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 37, p. 374—378; 1892. Vorlesungen über die Ber- 
noullischen Zahlen, p. 185-189; Berlin 1893.

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 7. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. X. 3. 43



Posons, au contraire, dans (1), x = —puis ajoutons l’équation ainsi obtenue 
à la formule (3), puis multiplions par 24m_1, nous aurons :

<r P-1 <■' J*" 1
= 2 = 2

(5) i -£(-l)8(2s+1)2<* T">~s + £l)2'’7'"-"

s = 0 s = 0

ce qui donnera particulièrement pour p = zï = m :

(6) 2 2,1 i)24sr”-s

s = 0

formule qui est du même caractère que (4).

2° Supposons ensuite n-\-p impair, savoir :

(7) n-j-p = 2 m-j- 1 ,

la formule (1) donnera pour æ = 0:

(8)
(-îy^nlp! _ / p \ Bms

(2m-h 2)! 1 ' \2s+2/ 2m —2s 

d’où, pour p = n 1 1, après un simple calcul, la formule (4).
Posons encore, dans (1), x =—y, nous aurons par le procédé ordinaire:

<r p~2 c "2
= 2 2

(9) (-l)m+"22'»-2 2)^sT,„ S-^,(-1)S(2s'f2)2<sr." »
s=0 s=ü '

soit p = zi—|—1, ce qui donnera m = n, nous retrouvons, après un simple calcul, la 
formule (6).

§ 17. Généralisations des formules de Stern.

Supposons, dans la formule générale (12) du paragraphe 15, « = 0, remplaçons 
q par q—1, où

1 < Q < H--  1 ’
puis posons pour abréger:
(1) n+p = m \q,
l’hypothèse x = 0 donnera :
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*m —s •>g-l

Posons par conséquent

nous aurons
H

(4)
s = 0s = 0

(5) n > 2.

<¥

On voit que la plus simple de ces 
donnera /u n, et la formule récursive

si
B ns ■>

formule, dont le cas particulier q = 1 appartient à Stern *)•  

n -\-p — 2m + 1 ,

<P-r
o = y<-

Io Soit m un nombre pair; nous posons 2m au lieu de ni; divisons ensuite 
par (q—1)! les deux membres de (2), nous aurons:

’m—s 4”

Bn-

formules correspond à p = n-\-l, ce qui 
correspondante deviendra :

s2?1
s = 0 ' s = 0

Supposons n = 2q, respectivement n = 2q-\-l, la formule (5) contiendra respec
tivement l’ensemble des nombres de Bernoulli :

B/ns •

(3) O =

Bzq y B-)q 1 , . ... , Bq , 

B2q+1 , B^q................ ;

c’est-à-dire que la formule (5) est, pour n = 2q, moins avantageuse que la formule 
analogue (4) du paragraphe 16.

Soit ensuite q = 2, ce qui donnera:

nous aurons:
n p = 2m 2 ;

(6) 0 = )(2m—2S4-11B,
s = 0

r ^Gs-l-l)^2™ 2s+l) Bm~s 
s=0 '

remplaçons dans cette formule n et p par n-j-1, ce qui donnera m = n; nous aurons 
la formule la plus simple de ce genre, savoir la formule de Seidel2):

(7) 0 (2n-2s+l)Bn_s, n>2.

’) Beiträge zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, p. 7 — 16. Mémoires de la So
ciété de Gœttingue 1878.

2) Sitzungsberichte der Münchener Akademie 1877, p. 164—165.
43*
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On voit que la formule de Seidel contient précisément les mêmes nombres 
de Bernoulli que la formule (5).

2° Soit, dans (1) et (2), m un nombre impair, nous remplaçons m par 2m-|-l, 
ce qui donnera:

< p~2 < n~2
W =X(-1)s(2Sn+2)(2m

3=0 s=0

posons particulièrement q = 1, ce qui donnera: 
n 4- p = 2m 4- 2 ;

nous aurons la formule de Stern :
<r p~2 <' iUz2
= 2 2

(9) ^^(“1)S(2s4-2)ßn,-s s-
3 = 0 S=0

La formule la plus simple de cette catégorie correspond à p — n-|-2, ce qui 
donnera m = n.

Posons, dans (8), q = 2, ce qui donnera :

n — p = 2m ¡ 3 ;
nous aurons la formule

<- p~2 < n2
2 = 2

(10) (-iy f 2s^2)(2m-2s-l)ß;il_s = (-l)<^2)(2m-2s-l)ßm_3 ,
' s = 0

dont le cas le plus simple correspond à p = n 1, ce qui nous conduira à la for
mule (7) de Seidel.

Quant à la formule générale (11) du paragraphe 15, nous posons a = 0; sup
posons ensuite

0 <= q < n — 1 ,

l’hypothèse a? = 0 donnera, avec la définition (1) du nombre m:
s = p s = n

(ni4g—s)!^m_s(0) 4- ( —i)s( ” )(m+g—s) !/m_s(0) =
s = 0 s = 0

0.

Io Soit m un nombre impair, nous remplaçons ni par 2m 1, ce qui donnera, 
après une division par q ! :
< £ <22

(12)^(-l)’(2Q(2m+72S+1)2"Tm_.+1+T7(-14¿)(2m+72‘+1)22.Tra_í+1 = 0;

1) loc. cit.

3=0 ' S=0

le cas particulier correspondant à q = 0 appartient à Stern1); posons encore
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p = n-\-l, ce qui donnera zn = n, nous trouvons la formule la plus simple de ce
genre.

Posons encore q= 
p = n, ce qui donnera 
Seidel x) :

= 1, nous obtenons la formule la plus simple en supposant 
m = n—1. De cette manière nous trouvons la formule de

(13) = °’ n~2’ s = 0 /

ou, ce qui est évidemment la même chose:

(14)
O __  A '

2° Soit ensuite, dans (11), m un nombre pair, nous aurons, en remplaçant ni 
par 2m:

<P-Z
(i5)^(-iy(2s( i)(2m+72s_1)22sr- S

dont le cas particulier q = 0 est dù à Stern; posons p = n-\-2, ce qui donnera 
m = n-\-l, nous aurons la formule la plus simple de ce genre.

Posons encore 7=1, p = n-\-l, ce qui donnera m=n, nous retrouvons la 
formule (13) de Seidel.

§ 18. Formules contenant les nombres d'Euler.

Il est évident que les formules générales (11) et (12) du paragraphe 15 ne nous 
donnent, pour « = 0, de formules élégantes que dans le cas où x = 0; car les déri
vées qui figurent aux premiers membres des formules susdites seront très compli
quées pour d’autres valeurs de x.

Quant aux nombres d’EuLER, nous avons par conséquent à prendre pour 
point de départ les formules (4) et (5) du paragraphe 15. Posons, dans la première 
de ces deux formules, a = 0, nous aurons:

£=P s=n
(1) x“(æ+l)P = s)!/n+p_s(æ) -{- J57(—1)s ( s )(n+P~*) !Zn+p-s(X).

s = 0 s = 0

Supposons ensuite x — — y, nous aurons selon que n-\-p = 2m ou n p = 
2m -j- 1 respectivement :

*) toc. cit. p. 172.
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(2)

(3)

nous aurons la for-

(4)

que la formule (4)

(5)

<
(6)

(7) 8

tirée de (5) du paragraphe 15 en posant a = 0, puis posons 
aurons en soustrayant les deux équations ainsi obtenues, 
ou

94s r 
a “m-s

I22s F1^

9 2s F" -L,m —s ,

< “=!= 2

1 3X = — y, x = — p nous 
selon que n-]-p = 2m 4-1

n-\-p = 2m i 2 respectivement:

</2-

t-D’U+i)

d’où, en posant p n-|~l respectivement p = n-\-2, les deux formules plus simples

in—s •

Soit maintenant p = n, p = n-\-l, ce qui donnera m = n, 
mule élégante:

22s F¿ ^m—s
s = 0

O 2s p¿ *Jll—S •

(_l)m+n(3P—ßn)
9

Posons n — 2q respectivement n = 2g - 1, nous verrons 
contient respectivement l’ensemble de nombres d’EuLER:

E‘¿q , E^q—l -, ■ , Eq ,

7^27+1 > E‘)q, . . . ., Eq+i.

Aux formules précédentes, dues à M. A. Radicke1), nous aurons à ajouter 
quelques autres du même genre.

En premier lieu prenons pour point de départ la formule

~1) ! $£/i+p—s (æ) > .

<"_2
— 2

<
= 2

') Journal de Grelle, t. 89, p. 257—261 ; 1880.
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ces deux formules particulières sont également dues à M. Radicke.

X =

En second lieu, différentions par rapport à x la formule (1), puis posons 
— y, nous aurons, selon que n-\-p = 2m-\~l ou n-\~p = 2m -\-2 respectivement:

(10)

(-l)"’+"(2p-2n) = JJ7(-l)3(^)(2m -2s+l)2^E„,_s +

4-^(-l)sí¿)(2m-2s+l)2^£;nj_s
S = 0

(11)

< 2
(-l)™+"(p-n) = JS7(-1)»(2,P 1)(2m-2s+l)22’E,„_s- 

s = 0

jy'(-l?('2çg_1)(2'n-2«+1)2aÆro_,,

s = 0

formules dont les cas les plus simples correspondent à p = n-\~l respectivement 
p = n-|-2, ce qui donnera m = n.

§ 19. Autres formules incomplètes.

Posons dans la formule générale (5) du paragraphe 15

nous aurons :

(— 1)« zi! p! 
(n-f-p f4) ! 2"+p+ï

(n+p—s) !
2S

s—n
(—l)s (n+p—s)!

2S

Ÿ’n+p—s+1 (0)

(1)
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(2) (2m) !

d’où

71—S
(3)

(4)

(4)

(12) du paragraphe 15,

nX

aurons :nous

2S

Io

= 0;—s
<1

retrouvons la formule de

.S’

<p' 2

m, nous aurons, en vertu

O2ni-2s n

Io Soit, dans cette formule, n-\-p = 2m— 1, nous aurons:

Soit m un nombre pair, nous remplaçons m par 2m, ce qui donnera:

1 1
4 ’ a “ 4 ’

<V

2m — 2s Bm~s’

22n~2sBtl-s
2n —2s

22/n-2s — 2
P

2 m —2s

pour p=n—1, ce qui donnera m = zz, la formule la plus élégante de ce genre:

< n— 2
n! n—1! 

(2n)!“ ~Xz

22"'-2sBm s+ ^V(-l)s( ”s)(2 
s = 0

posons dans cette formule q = 0 et p=n = m, nous 
Seidel, savoir la formule (14) du paragraphe 17.

2U Supposons m impair, posons 2m (1 au lieu de 
de (5):

2m+^-2Sj(2a„_2s_2)Bm

s = 0 '

2° Supposons, dans (2), n-\-p — 2m, nous aurons de même:
< p-i < nl

(2m--l)! ’ \2s+d 2m—2s — ’\2s ^1)
v 1 7 s=0 s=0

ce qui donnera pour p = n = m la formule de M. Saalschutz, savoir la formule 
du paragraphe 16.

Posons ensuite, dans la formule

(6)

P)
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d’où pour q = 0, p=n-|-l, ce qui donnera m = n:

(8) ¿"(-1)S(2")22'-2'B—+ 2-^-1>S(2S + 1)B'-s = °’ n = 2'

S=0 3=0

En dernier lieu nous avons à étudier la formule (11) du paragraphe 15;
posons :

n-¡-p = m + q; Oj^qjCn— 1,

nous aurons :
S — Il

^Tin—s+i

(-'¡Y
2m-\-q— 2s \

q )L‘

s = 0

remplaçons ensuite m par 2m respectivement par 2m-|-l, nous aurons:
< P-1 < n<2 = 2

2« Z'n~s

ni —s )™ J>i>V+i)(2m+V2s~1K‘
s = 0 s — 0

< t ¿ -7‘

(W Vs ’1)T--S+1
s = 0 s = 0

formules dont le cas particulier q = 0 appartient à Stern1).

(9) 0

CHAPITRE V.

Formules récursives non linéaires.

20. Développements divers.

(P

(2)

Remarquons que les y?n(æ) et les /n(æ) forment des suites parfaites, les expres
sions explicites de ces deux fonctions donnent les développements suivants:

< ™= 2

(—i)srs+i
(2s4-l)! 22s+1 2s V '

0 Beiträge etc. p. 31—34.
D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 7. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. X. 3. 44
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Supposons ensuite x = 0 et in = 2n— 1 respectivement m = 2n, nous aurons:

(3)

tandis que les hypothèses x =

(4)

Tn+1(5)
S =

22sBsEn_s,

22sBsTn_s,T„

—, m = 2n donnent ces deux autres formules :

S = il —1

s = n—1

Appliquons ensuite les identités:

2"->Fm ( 2 ) + (^5=1) = ,

a»—* F,„ ( à)_ (æF^) = ’

nous aurons de même :
<y

(6) 2'n~1^„1(y) = /ni (æ) + y/m-l (æ) + ~---(^s)!---

<r Jn+1
== 2

(7) 2m = 2*$ c’m(æ) + (2s_ 1)P22»i£?m_2s+1^ ’
S = 1 

tandis que les formules:
<;

2".+>y PA - ■T'"+ V *m-2s+'
" /n,\2/ m\'^ (2s—1)! (m —2s4-l)l ’

S = 1

< ç

2m+iy ] V(-l?£s. x^
/m\ 2 / ni\ (2s)! (m —2s)! ’

s — 1

tirées directement des formules (18) du paragraphe 3 et (10) du paragraphe 5, don
nent ces deux autres développements:

(8)
(^ws+1
(2s+l)!

. m —1
--2 2

^m-2s(æ)+^> (2s+ 2) !

s = 0

^in2s— 1 (æ) 5

= ¿ ~ ¿
(9) 2in+1/,n^^ = 2/m(X’)+ ( (2s+l)t 2s-l(æ) (2s-|-2)t Zm-¿s-2^.
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On voit que les développements (6) et (7) nous conduiront aux formules (3), 
(4) et (5). Posons, au contraire, dans (8), æ = Oet m = 2n respectivement m = 2n—1, 
nous aurons :

(10) T„+1
S = 1

s = n — 1

(H) - n T„ Í )Ês.

Quant à la formule (9), nous aurons pour les mêmes valeurs de x et zn
s - n—1

(12) (22n->-2) T„ ,

s == n—1
(13) 22»-‘Ê„ =j^7(2s+i)22s7’j+,7’„_s.

s = 0

Revenons maintenant aux formules (18) du paragraphe 2 et (20) du para
graphe 3, savoir

< m— 2
/ i \ v-7 (__ lp-1 B

(14) — J (x) — ni (pm (x) (2s)! 2s(æ)’

m — 1
-^ 2

(15) + = (/n+l)/m+l(æ) ^7 (2s 4- 1) ! 22s+2 ’
s = 0

posons, dans (14), m = 2n et x = 0, x = — —, nous aurons respectivement:
s == n—1

(16) (2n+l)B„ = V (2")gA-,,

5 = n—1

(17) ((2n-l)22“-4n)B„ = (f")(22"~22s+')BsB„,
S = 1

d’où, en multipliant par 22n la formule (16), puis soustrayant de (17) l’équation 
ainsi obtenue :

s = n-1
(18) (22»+2n)B„ (22")2^BsB„_s,

tandis que nous aurons en additionnant les formules susdites, puis introduisant 
les Tn -,

s ~
(19) 2nr„ =^(2n2~1)2<’Bs7’„_s.

44!
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La formule (16) appartient à Euler1).

1) Institutiones calculi differentialis, p. 416; Saint-Pétersbourg 1755. Opuscula analytica, t. II, 
p. 266; Saint-Pétersbourg 1785.

2) Mathematische Abhandlungen; Berlin 1825.
3) Institutiones calculi differentialis, p. 495.

Posons ensuite, dans (14), x = ~-^, m = 2n-¡-l, respectivement m = 2n, nous
aurons :

s = n—1
(20) (2n + l)E„-(22" + 2)(22»-l)B„ = (^)2<’B,E„_,,

S = 1
s = n—1

(21) 2n(2n-1 ) Fn_x + (2n (2* 2«-2) - 24")Btl ) (22«-*-2)2 4sBsBn_s ;
s = 1

soustrayons les formules (4) et (20), puis, en introduisant les Tn, nous aurons la 
formule de Scherk3):

s ■= n—1
(22) E„ - Tn (I"zj ) TSE„_,,

S = 1 

tandis que nous retrouvons la formule (5) en soustrayant (17) de (21).

Quant à la formule (15), les hypothèses m = 2n, x 0 respectivement x=— 
donnent :

s - n—1

(23) ïn+l = W-
s^O 7

respectivement la formule (22) de Scherk; la formule (23) est due à Euler3).

§ 21. Formules d’addition.

Il est très facile de généraliser beaucoup les formules (6) et (7), (14) et (15) du 
paragraphe 20.

En effet, écrivons comme suit les formules en question:

(1)

(2)

(x +1 ) (îu) — (n — 1 ) (a?)

(æ+l)/n(x) — (n+Q/n+i (x)

(3) 2«-1
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je dis, que nous aurons les formules générales: 

—Ÿn-s (æ) ^s(i/) »(4) (æ

(13)

s = n

Remarquons que les hypothèses x = 0 ou y = 0 sont étudiées dans le para
graphe précédent, il nous reste encore à considérer les deux cas suivants:

Io Posons dans (7), (8) et (9) x = y =—nous aurons respectivement:
s = ni

soustrayons, puis additionnons les formules (12) et (4) du paragraphe 20, nous aurons 
la formule (11) du paragraphe 20 respectivement

s = n—1

(22" '-2)T„

-2s-2)BsB„_s,

s — 0
.s = n

(5) (,r + y +1) Zn (*  + y) — (n + 1 ) Zn+l (æ + y) = Xn-s (æ) Zs (y)>
s = 0

(6) 2n 1 <pn ( 2 ~ tyn—s (æ) Zs (y)-
s = 0

En effet, remarquons que les deux membres de chacune des trois formules 
générales forment des suites harmoniques qui deviennent égales deux à deux pour 
y = 0; le théorème II du paragraphe 1 nous conduira immédiatement au but.

Posons maintenant dans nos trois formules générales y = —x— 1, puis rem
plaçons n par 2n, les équations fonctionnelles (1) du paragraphe 5 donnent immé
diatement les formules remarquables

(7)
(-l)«(2n-l)Bn 

(2n)!

s = 2/1

( W (æ) ^2n—s (æ) »

3 = 0

(8)
(-i)«r21+1
(2n)!22n+2

s = 2n

( l)s Zs(^) Z2« -s(æ),
3 = 0

(9) (2n)I

s = 2n

= ( 1)SZS (æ) ^2/1— s (æ) •

3 = 0

II—S 5

(10) ((2n-3)22" + 4)B„ - (2«j(22’-2)(22"
S = 1

(H)
s == n—1

Tn+i— 2En = ,
S = 1

(12)
s == n—1

(22"_1)(22»-2)B„-E„ -(V (i£)(2* —2)B,E,
S = 1
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2° Posons, dans (1), x =— , z/=—y, puis remplaçons n par 2zz respective
ment par 2n4~l, nous aurons:

s = n—1
(14) (2n-l)g„-(22"-l)(22"-2)B„ (j^W —2)2*B s.En_s,

S = 1
s T

(15) 2n(2zî—l)En_i—(2n+22il)(22»—2)Bn =
s = i

d’où en soustrayant (12) de (14)
s == n—1

(16) 22»E„-(22"+‘-4)7’„ = £ (^3})(2^-2)22» ^T,E,t ,, 

tandis que nous aurons en soustrayant (10) de (15):
s = n-1

(17) (2n-l)22nEn_1—(22«+4n—4)Tn = / ^3}](22s-2) (22« ^-2) 22«-^ TSB„_S.
s= 1 '

^n(x 1) - fn(x)

XnXn

ce qui

(3)

(4)

(6) P! (n~l)!

nous aurons pour 

( 1 ) (æ)

et pour les yn{x)\

&

<f>n (æ) Zp (æ) + (æ — 1 ) Zp (æ ~1 ) =

<" 1
.,„u, 1

Z«(æ) — n! 2 iM(æ) ’

donnera immédiatement les trois

xn~x
(n — 1)! 2

§ 22. Sur les produits (æ) ^2, (æ), (æ) Zp (æ) et iMæ) Zp(x).

Il est très facile de généraliser à un autre point de vue les formules (1) et (2) 
du paragraphe 21.

A cet effet, posons pour abréger:

<î
(—l)s- 2s

(2s) ! (zz — 2s) T ’

Z»(æ—1) = ^2 ~ 9,1 ’

équations aux différences finies 

æp_1/n(æ) i æn_1/p(æ)
(p-1)! h (n—1)1 ’ 

æni7p(æ) ^_æPffn(æ) 
zî! 1 p!

æP /n (æ) l gP (x)

Xn~1
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Cela posé, nous avons à étudier les trois développements suivants: 
Io L’équation (3) donnera un développement de la forme

où la constante Kn p se détermine comme suit:
Différentions par rapport à x la formule (7), puis appliquons l’identité

Bæ (pn (æ) <pp (æ)) == Pn—1 (æ) pp (æ) ' tyn ty) pp — 1 (æ) ?

nous aurons en développement, d’après la formule (7), les deux fonctions qui 
figurent au second membre

K-n—î, p - Kn>p—i = 0 ,
d’où immédiatement:

K-n,p == —^zi+1, p 1 = ( 1)P 1 Kn+]>~ 1, !•

de

(8)

koù

(^ZI(X-))2 =(9)

(2s) ’

Or, nous aurons en posant dans (7) p — 1, ce qui nous conduira à la for
mule (1) du paragraphe 21 :

Ç-2/i -2s4-l (æ)«

désigne un positif entier.
Posons dans (7) particulièrement p = n, ce qui donnera k = n, nous aurons : 

<2
(—1)^-1 ßs /2n—2s—1\

(2s)T~ \ n— 1 ) ?2n 25 ’

(10) pn(x) pn±i(x) —^^2n+l(æ) '

s = 1

tandis que l’hypothèse p = n-\-l donnera:
<; n+1

(—irzlBs /2n—2s4

r (—i)r+1Br K 0
Ä2r-1, 1 = ------ (2rJI------ ’ Â2r’ 1 — ° ’

sorte que nous aurons pour Kn>p la détermination suivante:

Kn,p = 0, n+p = 2k \ 1 ,
(_ lVl+kBb

Kll’p = (2/c)l ’ 11 p = 2/c’

Remplaçons, dans (7), x par le positif entier q, nous retrouvons un cas parti
culier d’une formule plus générale de M. E. Lampe r).

2° L’équation (4) donnera de même:

2) Journal de Crelle, t. 84, p. 270—272; 1878.
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(H)

où la constante Æn,p pent être déterminée par la méthode appliquée dans le cas pré
cédent; car en posant dans (8) p = 0, on retrouve la formule (2) du paragraphe 20.

De cette manière nous trouvons ici :

(12)

où k

((13)

^2n 2s+l (æ).(14)

(15)

An, p

Quant à la formule (6), nous aurons:

^n(æ)/p(æ) =(n Xn+p(.X) 4

Kn,p

== 0 , n 4- p = 2k 4- 1 ,

(2Æ4-1 ) ! 2 2*+ 2 ’ n r P ’ 

désigne par conséquent un positif entier.
Soit particulièrement p — n, p = n-\-l, nous aurons respectivement:

(y = ____lit!_____ L 2 • ' <~1)5 r,+‘
(2/141)! 22n+2 (2s41)! 22s+2

< 5

d’où en posant particulièrement n = p-|-1, puis remplaçant p par n:

(16)

car nous aurons évidemment:
Ts Bs = 2*B S
2*  1 2s 2s

Il est évident que les formules précédentes nous permettent de déduire un 
très grand nombre de formules récursives non linéaires, formules qui sont à con- 
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sidérer comme des inversions des formules contenues dans les deux paragraphes 
précédents.

Nous nous bornerons à citer les plus simples des formules en question:
lü Posons, dans (9), x = 0, puis remplaçons n par 2n respectivement par 2n-|-l, 

nous trouvons les formules 1(MI et 101 de la Table.
2° La formule (13) donnera de même pour x = 0 les formules 102 et 103 de 

la Table.
3° Posons, dans (10), x =---- * , puis remplaçons n par 2n respectivement par

2n-|-l, nous trouvons les formules 104 et 105 de la Table.
4° En dernier lieu, la formule (16) donnera pour x = 0 les formules 106 et 107 

de la Table.
On voit que les formules 104 et 105 sont à considérer comme des formules 

récursives incomplètes pour les En.

CHAPITRE VI.

Théorèmes sur des nombres entiers.

§ 23. Applications des factorielles.

Je me suis proposé de développer, dans ce chapitre final, quelques résultats 
concernant la théorie des nombres, résultats qui se présentent comme des consé
quences immédiates de nos recherches précédentes. Cependant je me réserve de 
revenir, à une autre occasion, à mes recherches ultérieures de ce sujet.

Nous commençons par une étude de la factorielle du rang n:
(1) <wn(x) = æ(æ—J— 1) ... (x*-j-n —1) ;
posons
(2) «„(X) = C"^ + C'nx^-‘ + ... + C"~'x,

les coefficients C% sont les coefficients de la factorielle du rang n; nous aurons 
particulièrement:
(3) C°=l. C''1 - (n-1)!

Posons plus généralement:

(4) o>n(® + «) = C’(a)x» + C*(«)x">  + ... + C,"-,(a)x + Cn"(«),

nous verrons que C,’! (a) est, pour 1 < p < n—1, la somme de tous les produits 
formés de p facteurs différents pris parmi les n expressions
(5) a , a -j- 1 , a T 2 , . . . , a -j- n — 1 ,

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr . 7. Række, naturvidens!«. og mathem. Afd. X, 3. 45
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Cela

donnera,

(7)

(8)

d’où

2)! = X(-v(9)
5 =

1)'J?n (x)(10)

(12)
S = 0

particulièrement, en posant a =

y

du paragraphe 8, ces deux

tandis que nous aurons particulièrement:

(6)

n > 1 ,

bsc;;_>),

1 v'(n-2s)!C,
2 {n l)2s

0, p = n—1, la formule de Schlömilch’) 
< n-1= 2

i-'b.c;:,2’-1,

2 -y„(x) = K„

n^C‘(a) =

5=1

formule qui est retrouvée par M. A. Radicke3).
Nous obtenons d’autres formales récursives de ce genre en appliquant le poly

nôme du degré n par rapport à x:

(x+HTï) (æ + iTï) ' ' ' (æ :
qui satisfait évidemment à l’équation fonctionnelle:

(—l)nj2n(_.æ_i) = J2n(x)

de sorte que nous aurons, en vertu du théorème I 
développements :

posé, l’identité évidente
^n(æ + «)— ct>n{x-\-a— 1) = n (t)n i (æ -j- a)

en vertu du théorème I du paragraphe 2, le développement suivant :
s = n—1

<wn(æ + a) = /■„(«)+ n • (n—s—1)! Cn_i(a)^n s(æ),

(a) = 1 , G" («) = œn (a).

(n—2) (n
2n

où fn(a) est un polynôme entier de «.
Différentions maintenant n—p fois par rapport à x la formule (7), puis 

posons æ = 0, nous aurons la formule récursive pour les Bn:

c,l, («)+" ~p c„q*(«)  + (-i)’-*

<_2(n--2S-l)!Ol

(n+l)2g+1 ,

*) Archiv de Grunert, t. 9, p. 334; 1847.
2) Die Recursionsformeln für die Berechnung der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, p. 15; 

Halle a. S. 1880.
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où la constante Kn qui figure au second membre de (11) satisfait à la condition

et (12) ces deux formules récursives:

2

5

^2n+l = 0-
Appliquons maintenant les formules (10) et (11) du paragraphe 8, nous aurons, 

en vertu de (11)

, puis remplaçons n par 2n, nous aurons,
où il faut admettre, dans (13), p > 1.

Posons encore dans (12) a; = — —
après une légère modification, la formule curieuse:

S —- II —1

(15) |1 • 3 ■ 5 ... (2n —l)]2 = (—l)"(2n)!22»+ (—l)!(2n+l)2»-2i22"£„ ,c£+1.

(14) 22pC*t ‘

(—1W

24. Généralisation d’un théorème de Lipschitz.

Démontrons maintenant comment nos formules récursives nous conduisent 
immédiatement à des résultats intéressants concernant la nature algébrique des 
nombres de Bernoulli.

A cet effet, prenons pour point de départ la formule de G.-F. Meyer, savoir 
la formule S de la Table:

(1) (2n + l)Æ„ + ,
S = 1

je dis que l’expression
(2) «n = 3-57...(2n+l).2Bn

est, pour tous 
En effet, 

forme

les n, un nombre entier impair.
la formule (1) donnera, en vertu de (2), une formule résursive de la

s = n—1

-j- 4 • Asan—s — 2 A -j- 1 ,
s = l

où A' et les sont des nombres entiers.
Remarquons ensuite que nous aurons a1 = 1 ; la conclusion ordinaire de n à 

n -|-1 nous conduira immédiatement au but.
Cela posé, nous aurons une expression de la forme

(3)

45
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où an et bn sont des positifs entiers impairs, premiers entre eux.
De plus, nous aurons, en vertu de (2):

(4) 3 • 5 • 7 .. . (2n-rl) = 0 (mod b;i).

Désignons ensuite par 2 Gn le dénominateur général des n premiers nombres 
de Bernoulli, savoir

1 > B 2 ’ 3 , •••} Bn ,

est un nombre impair qui n’est jamais divisible par un nombre premier plus 
grand que 2zi 4 1-

Or, il est très intéressant que la formule de Schlômilch, savoir la formule (9) 
du paragraphe 23, nous détermine immédiatement la valeur exacte de Gn.

En effet, remplaçons dans la formule susdite n par 2n-\-2, nous aurons, après 
une légère modification:
(5) lB„ +]£(.- 1)' 1

S — 1

Soit maintenant, dans (5), 2n-j-l un nombre composé: le premier membre de 
cette formule est un nombre entier, de sorte que nous aurons dans ce cas:

Ga = Gn—\ ;
soit, au contraire, 2n4_l un nombre premier, nous aurons:

G« = (2n ¡ 1) G„_i,
d’où la proposition suivante:

I. Le nombre Gn est précisément le produit de tous les nombres 
premiers qui ne dépassent pas 2n 1 , de sorte que le nombre impair 
bn qui figure dans le dénominateur de B a ne peut j ’ a m a i s être 
divisible par un nombre carré plus g r a n d q u e l’unité.

Cela posé, je dis que la formule (6) du paragraphe 13, savoir

1 1 Z n 1

(6) x 7
I = (—l)n(n(p—l)s2/l-i(jo—1) —2ns2n(p—1)) ,

nous conduira au théorème suivant:
II. Désignons par n et p deux positifs entiers quelconques, 

l’expression
z pn + 1(p2n — l)B,l

~ — 2n

est toujours un nombre e n t ier.
11 est évident qu’il suffit de considérer le cas où 1. Remarquons ensuite que 

r _ (P~1)P2(P+1)
c i \ r19



69 351

est un nombre entier, puis supposons que les expressions

c2(p), c3(P), • ■ c«-i (P)
aient la même propriété: nous aurons, en multipliant par p11 les deux membres 
de (6) et en appliquant l’identité évidente

6 Journal de Crelle, t. 96, p. 3; 1884.
2) Niedere Zahlentheorie, t. II, p. 31; Leipsic 1910.
3) Opuscula analytica, t. II, p. 273; Saint-Pétersbourg 1785.
4) Journal de Crelle, t. 94, p. 231; 1883.

pour les cn(p) la formule récursive
r = n- 1

fn(p) + l)r( 2n971)S2r-l(P~~l)P,'~l Cn- r(p)

r = 1

= (— (2 ^S2n-l(p—!) —PnS2n(p—l)j,

ce qui nous conduira immédiatement au but.
On sait que Lipschitz') a démontré que l’expression

2n
est toujours un nombre entier; ce théorème de Lipschitz appartient à ceux sur 
lesquels M. P. Bachmann * 2) remarque qu’ils „bisher auf rein arithmetische 
Weise nicht gewonnen werden konnten.“

Soit p de la forme 6m -£ 1, nous verrons par le même procédé que l’expression 
,R, p—'(p2"-l)B„
(8) ----------2T"
est un nombre entier.

Remarquons que le dénominateur de Bn, dans la formule (3), est le produit 
de certains nombres premiers différents entre eux, le théorème II montrera que 
l’expression
(9) rfn(p) = pCp2'1—l)Bn 

est toujours un nombre entier, pourvu que p le soit.
Cela posé, on voit que le nombre impair bn qui figure dans le dénominateur 

du second membre de (3) n’est divisible que par des nombres premiers de la forme 
22 4~ 1, où 2 est diviseur de n. Le théorème de v. Staudt et de Thomas Clausen 
montrera que bn est précisément le produit des nombres premiers susdits.

Appliquons maintenant la formule d’EuLER3)

(10) r„ = ,

nous aurons, en vertu de (9), la proposition suivante due à Worpitzky4):
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III. Soit l’indice n de la forme n = 2>}(2q 4-1), le zi-ième coefficient 
des tangentes Tn est de la forme

(11) Tn = 22«-p-2(9Q 41).

Euler1) indique que le nombre (9) pour p = 2, savoir d(2), est un nombre 
entier. Cependant, j’ignore s’il a connu le théorème III.

Soit enfin, dans (5), 2n-(-l un nombre premier, nous aurons, en multipliant 
par 2Gn, la formule en question, une égalité de la forme

(2n)!2nG„_1 = (-l)«"1 an 4 (2n -4-1) A ,

où A est un nombre entier; c’est-à-dire que le théorème de Wilson donnera la 
proposition suivante:

IV. Soit 2n-j-l un nombre premier, nous aurons toujours

(12) an = (—l)»-1 Gzl_j (mod 2n j 1).

§ 25. Théorèmes sur les nombres sn(p), <yn(p) et C;f.

Les résultats du paragraphe 13 nous conduiront en outre à une suite de 
résultats intéressants concernant les sommes sn(p) et

En effet, appliquons les formules (4) et (5) du paragraphe susdit, savoir
r = n—I

(p2n+l~p)Hn + J^(-l)r(|”)p2“ 2rS2r(p-l)ßn-r = (—1)” (p-1) — Zip S2n_ ! (p-1)) ,
r = 1

r = nyl
Jjz)2'l"2rS2r+l(p—l)^n-r = (—l)uÇs'2,l + i (p—1) — (n 4 J/MM) ) ’ 

r = 0 z

puis appliquons les formules élémentaires

S1 (p-i) _ <£=»£, S2(p_d _ ,
la conclusion ordinaire de m à zn-|-1 donnera immédiatement le théorème suivant:

I. Soit n et p deux positifs entiers quelconques, et soit 2 Gn le 
dénominateur général des n premiers nombres de Bernoulli, nous 
aurons toujours:
(1) 2Gns2n(p—1) = 0 (mod p),
(2) 2G;is2n+i(p—1) == 0 (mod p2).

Supposons que p soit un nombre impair non divisible par les nombres pre
miers égaux à 2n-|-l au plus, le facteur 2Gn qui figure aux premiers membres des 
congruences (1) et (2) peut être supprimé.

5) Institutiones calculi differentialis, p. 495—496; Saint-Pétersbourg 1755.
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Ces remarques faites, nous aurons la proposition suivante:
II. Soit n un positif entier quelconque, et soit /> > 2/i j—1 un nombre 

premier, nous aurons toujours:
(3) x s2n(p—1) = 0 (mod p),
(4) s2n+i(p—1) = 0 (mod p* 2).

*) Mémoires de l’Académie de Berlin t. 2 (1771), p. 125—137; 1773.
2) E. Rieke: Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 34, p. 190—191; 1889. C. Leudesdorf: 

Proceedings of the London Math. Society, t. 20, p. 199—212; 1889. R. E. Allardige : Edinbourgh math. 
Soc. Proceedings, t. 8, p. 16—19; 1890.

8) Voir ma Note insérée dans: Nyt Tidsskrift for Matematik t. 4, p. 1—10; 1893.
4) Comparer ma Note dans: Nyt Tidsskrift for Matematik, t. 21, p. 8—10; 1910.

Quant aux sommes am(p— 1), la formule (I’Euler du paragraphe 4 donnera 
immédiatement le théorème analogue à I:

III. Soient n et p des positifs entiers quelconques, nous aurons 
touj ours:
(5) 22«-1<72n (jo—1) = 0 (mod p),
(6) 22n+liT2n+i(p-l) (-ljn+lTn+j (mod p).

On voit du reste que la congruence (5) est évidente pour une valeur impaire de p.
Discutons maintenant les résultats obtenus dans le paragraphe 23, la foi- 

mule (8) donnera immédiatement:
IV. Soit n un nombre premier impair, et soit p un entier tel que 

l <p<: n -2, tous les coefficients du polynôme Cf (<z) sont divisibles par n.
Posons a =0, nous aurons, en vertu de IV, le théorème de Lagrange1):
V. Soit n un nombre premier impair, et soit p un entier tel que 

1 < p < n— 2, nous aurons toujours:
(7) Cf = 0 (mod p).

C’est un fait bien connu que Lagrange, en appliquant ses congruences (7), a 
démontré en même temps les théorèmes de Fermat et de Wilson.

Appliquons le théorème de Lagrange, nous aurons, en vertu de la formule (14) 
du paragraphe 23, l’autre théorème :

VI. Soit 2n -1 >3 un nombre premier, et soit p un nombre entier 
tel que 1 < p < n— 1, nous aurons toujours:
(8) C^f+f = 0 (mod (2p-pi)2).

Supposons p = n —1, le cas particulier correspondant de la congruence (8) est 
bien connu2). Dans une Note datant de ma jeunesse, j’ai démontré, il y a trente 
ans à peu près, la congruence générale (8)3) ; cependent je ne veux pas prétendre 
que la formule générale (8) m’appartienne4).

Comme une autre conséquence de la congruence de Lagrange nous aurons, 
en vertu de la formule récursive (15) du paragraphe 23, la proposition suivante:

VII. Soit 2n + l>3 un nombre premier, nous aurons toujours:
(9) 1-3-5... (2n —1) == (— l)n n ! 23n (mod (2n -L-1)3).
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TABLE
des

simples formules récursives.

Il faut remarquer que cette Table ne contient que des formules récursives 
d’une forme simple. La plupart de ces formules sont obtenues en donnant, dans 
des formules beaucoup plus générales, à un paramètre des valeurs particulières.

I. Formules récursives linéaires.

1. Formules contenant les Bn.

S = 0

S ~ Il 1

4. (2n+l)B„ + J^1(-1),(2/'L )b. . (— l)"1
2

((2n--3)2^-2 + 2n+_1j.

s = n 1
7- _^/(-l)s(2s+2)22sß"-s “ (_1)" ,(22n_2“-ÿ)-

s = 0 V '

1
•s. (2n+l)B„ + JF' (-1)»(9 2^1 ) 2*B„_,  = (-1)"

S = 1

5
»9. (22"+>-2)B„ + = (—1)—'<2n —1).

s == n 1

Uü. s = (-1)" '2n.
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*11.

*12.

13.

14.

15.

16.

*17.

18.

*19.

*20.

21.

22.

23.

24.

46

355

S = 11 —1
((2n-l)2=» + 2)B„ + y"(-l)s(2s4 = (-1)"

S^T 7

s = n - 1 

(2 2” +1 - 2) Bn 4- (_ 1 )Sf 2»~1 ) 22» -Bn _s = (—l)'1

D. K. D. Vidensk. Selsk. Ski-., 7. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. X. 3.

S = Zl—1
2n\42,,-2<72.Bn , =

= (—l)n-l((4n—7)72n-i

S ■ 11 -1

(22n+i_2)ßn i)s(|”)32s22«*B n s = (—l)n^i((2n-3)32'’-1 +4n).
S = 1

.s = n -1
JV(—ti )32s22w 2sB1 « = (-l)n-*((2n  —2)32«-1 + ^i^j.

s = n — 1

((2n—l)22n4-2)Bn + (~ ) 32s22« 2’Bn_s = (—1)«- Ys2'1-1 -8n~:
s = i '

•s - " 1
(22n+1-2)Bn-4^7(-1y (2n~l )32 *‘’22«-2’Bn_P (—l)n-l(32n-2_(8n_6)).

s ~n -i
1>"(2s tl)42"_2“ß'— = ! ':I” +l) + (2n+l)£„.

o — n ' ‘
s = n -1
JF(~1)s(9”ti)42,l~2<32<+1Bn-8 = (—1>n_1 <4n —l)32il - (2n+l) En.

S =0 ' 7

S = ft — 1
(2^+2)(2^-l)g„+ y7(-l),(l")^ = (-1)" ’(4n-l).

.9=1

S = II — 1 
j 42n-2s 32. ßn s =

¿"(-b'ía'síí)42''^52'”^-" = lj" '(Mn 3>:V-" 4- (8n+4)) + (2n+l)E„. 
s = 0 '

« = n —1
¿(~1),(2"tl)42""2'72'+'B'—“ (-1)',-‘((4n-5)72»+(8n4-4)32»)-(2/>4-l)E„. 
s^Ô ' 7

s - n—1
(22»+2)(22“-l)E„+jy7(-l)-(^')42"-2-52 /i„- (-!)»->((4n~5)52"-> +«n).

(—l)“-'(4n—3)32»-'.

s — n—1

(22" h2)(22»-l)B„ 4- <—!)»(

: «/i -32"- !).



•27. (32"-l) fiu+ a>42’B„_, - (-1)" ‘((3n-4)42»-‘4-6/1).
S = 1
s = n—1

28. 4(32n—l)Bn+ l)s(J^32»-^52sBn_s = (—5)52n-1+6n-22«1)-
S = 1

99. (g±Jl(2^1+2)-12')Bn + = (-l)»-'(6n—1).
S == 1

s == n 1
30. ((32'l4-3)(22ra~1+l)—6)Bn F ^/(—l)s(^)62»-^52s7j,t_s = (—l)“-1 (6n--5)52“ 1-

s = n—1
31. ((32» + 3) (22^-1 + l)-6)Bn + ^V(-l)s(^) 62^72«Bn_s =

= (—l)n_1 ((6n—7) 72n_1 + 12n).
s = ni

32. ((32n4~3)(22n~14-1)—6)Bfl + 62”~2ni2sBn_s =
s^l

= (—1)» ^(Gn—ll)ll2il 14-12/7 • 52'1')-

2. Formules contenant les Tn.
s — n—1

*»• = £-+ (-!)->.

s = n 1
•34. JF-DfVK “ ("lj" '•

s^O

♦35. X(-1)S(2"+Or"-s = £-

s = 0
s _ n—1

•36. 7-„+,-^,(-ir(2s4_2)r— = £-

S = 0
s == n—1

*37. ^(-^S[2sn í)22STr-s = (~^n~i22n ’•
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*38.

*39.

*40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

357

S — Il

S = Il

- 0.
s = 1

II 1

(— l)n (32n — 2).

n i

s

s = 22—1

= (_l)n-l 22zi-2•s

S = 21—1

s — n- 1

s — n—1

n +1

6*r„_,+1

— (—l)"-1 (32n_1 — 2).

42’7’„_.

2sr.-,H

32s+1 Tn_s --= _En + (_i)n-i4.

42sTn_s = 22"-i.

52s+1 rn_s

22sT,^s+1

s = 0

s — n

46*
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53.

= (—1)« »3 • 42í¡ !.54.

55.

56.

i

s == n—1

*57.

S — fi l

Tn+ (-!)«.*58.

Tn.*59. -.s

*60.

*61.

s = n-1

*63. S

s = n i
*64. S

65.

*62.

32n+l_3
2

s = n 1

s = n — 1

En—s

Tn

Tn

3. Formules contenant les En-

Tn

l)nl3(102n 1 — 24“-1).

2 En 4

32n+i —3
2

22sE„_s = (-1)"-1.

32n-2M02sTji_s = (.

(—1 )s(2n9 S 1 ) 32» 2-s 8 2* Tn-s = (—l)n-13(82«-I_22n).

En-s = Tn+i.

22sEn-s = (—l)"-1-2.

s ~ n~~1

i)s(2 ^y1)32712s42s t,^s
s — 1

22sEn—s - (-l)n l(22»-2).
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66.

S

69. S

70.

71.

72.

73, •S 6

73. 22/l).S 6

75.

24n 2

77.

22/1-2 '

ii—s

= n 1

'n—s

4n — 2s
2s

32n-2sEn

42sE„_.

3 2n  Q
0 + (-!)«(52«~>

s - n i

s = n—1

42sZ?n_s

32n-2S52s-lEn

4. Exemples des formules irrégulières.

s = n—1
(-lyn /

(2n—s)22s \

1 F

(—l)n_1-L4L(32n-3)-

3*£„_ s = -37’„-(-l)"22".

4n — 2s \ T?2s )E‘

(_ Un-1< __(32n+l_3).
o

S — 11—1
(-l?(2nj-l) 

(4n — 2s—|—1) 24s

. _ (-I)"”1
n—s

7n-s = 1 —(—l)n.

32n 2s72S-lEn s

X( -i)s(2"+i)52i+i£'-"S = (I

s — 1

J/-1’’-’fc1)
s — 1

67.

s = n—1

79.

76.

78.
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S = ZI —1

80. (_l)s(2n + l)
4n —2s- 1

/4n—2s-f-l\p _ / nn
I 2s-|-l / ^Jris — ( 1' (Un ’

O>3n = o , (D 3n+l = — 3 , CO 3n+2 = 0.

5. Formules linéaires

*81. n! ni
(2n ; 1)! ’

incomplètes.

2«4-l)^n— 2s-\~l)BIl s

2 2n-2.

0, (n > 2).

•84. ^7(-l)’(2nJ(n-s)2^T„_s = 0, (n > 2).
S = 0

•85. ^’(-1)'(£)2*E 1.-, = 1.
.s = 0

II. Formules récursives non linéaires.

6. Formules de premiere espèce, 
s ~ n~i

•86. (a")0»",.-, = (2n+l)B„.
S = 1
s = n—1

87. V i^)2&BsB„_s = (22» + 2n)B„.

11
SS- JT (asil) 7’ß" = 7'-+'-(" 

.S’ = 1
s = n- 1

•89. (2n~iy22‘ll/r,.-s = T„.

S — II - 1
/2n—1 ^24sBs7\_s = 2nTa

s = i
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*91.
S = Il---1

Gs-pi) = ^n+l.
s = 0

*9°
s = n
£ (a^l)22“7’»7’» •+' - 22»+'E„.

*93.
s = n—1

(2")£sB"-s =
s = 1

94.

95.

s = n—1JF (2") 22Sßs£»-s = E>.~2(22»-l)/i„.
S — 1
S = II—1
\ (^2^BsEn^s = (2n^l)En-(22B —l)(22« + 2)Bn.

s = 1

*96.
s = n—1
\CV)^7’- - E*- T*-

s i

97.
s = ti—i
£ (227’) '2~’Å;> 7" ■' = (22”-‘-2)Tn.
S = 1

98. 2 (2n2S1)22n 2S7’’£'-’ 2 2n 2r-s = 1

*99.
s = n—1

(2")£s£"-> = 7’»+i“2E„.
S = 1

7. Formules de seconde espèce.

100.
($)->)«*■ +(Ên)B"! “ 2 'S

s — 1

101. te+2l) h)b2„+1 = 2 -Y (in2t2)(in~22n+1)B^-^-
s — 1

102.
Tto = (4n-l)(^Z?) r„‘-2. T$ZÎ) (4V_71)24"-2,r-^ ■

S = 1

103.
r2„+1 = 2 . V (|”+n (4n-22s_1)2^ ^7-s+1b2„_„

104. (427‘)^' = (Ên)(2^-2)B„E„ (2") (“ H) 2*-B,Ê 2„-..
s = 1 v 7
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105.

106.

107.

4n—2s -|-3
2zj4-1

22"B„T„ ^2^BsT2,^s.

(2n4-lp2'l+1

s = n

s = n



Corrections et remarques historiques.

Quoique mes citations précédentes sont conformes aux indications données 
généralement dans des Mémoires récents, dans des Monographies, dans le Jahrbuch 
über die Fortschritte der Mathematik etc., mes études plus approfondies de la 
littérature très riche et très étendue sur les nombres de Bernoulli entraînent né
anmoins, nous le verrons, beaucoup de corrections.

C’est-à-dire qu’il est nécessaire de revoir profondément, à ce point de vue 
aussi, la théorie des nombres de Bernoulli et (I’Euler.

Page 287 (5): Les premières formules récursives pour les Bn, dont les indices forment une série 
arithmétique ayant une différence plus grande que l’unité, savoir la valeur 2, 
semblent être dues à Knar *).

') Archiv de Grunert, t. 27, p. 455—456; 1856.
2) Journal de Liouville (2) t. 1, p. 385—391 ; 1856.
3) Ni dans la Note originelle ni dans ses remarques insérées dans le Journal de Crelle, t. 94, p. 268 

—269; 1883. Comparez du reste mon Mémoire récent dans: Berichte der kgl. sächs. Gesellschaft der 
Wissenschaften, t. 65, p. 25; 1913.

4) Verslagen en mededeelingen der koninklijke Akademie Amsterdam (2) t. 16, p. 74—176; 1881.
5) Wiener Sitzungsberichte t. 93 II, p. 836; 1886.
6) Voir par exemple: Correspondance d’HERMiTE et de Stieltjes, t. II, p. 432 ; 1905. Il est très 

regrettable que le collaborateur du Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik ne dit rien sur la 
forme singulière des formules de van den Berg; voir t. 13, p. 193.

7) Journal de Crelle, t. 40, p. 119; 1850.
D. K. D. Vldensk. Selsk. Skr., 7. Række, naturvldensk. og mathem. Afd. X. 3. 46 a

Contemporainement Kronecker* 2) a publié des formules récursives pour les Ba et 
les Tn qui donnent comme des cas particuliers des formules récursives pour les Bn 
et Tn, dont les indices sont divisibles par le positif entier quelconque k. Cepen
dant, Kronecker ne mentionne pas les formules particulières de ce genre.3)
F.-J.  van DEN Berg4) a trouvé une formule récursive pour les Bn, dont les indices 
forment une série arithmétique quelconque, et il a indiqué des exemples de 
formules analogues pour les Tn et les En, dont les indices forment des séries 
arithmétiques ayant la différence 2 ou 3.
Les frères MM. J.-C. Kapteyn et W. Kapteyn5) ont retrouvé les formules parti
culières de van den Berg, tandis que M. Haussner a retrouvé les formules 
générales concernant les Bn et trouvé les formules générales correspondantes 
pour les Tn et les En.
Les belles découvertes de Knar et de van den Berg semblent être inaperçues 
jusqu’ici.6)

Page 295(13): La fonction considérée par Jacobi

(2n) !
est essentielle dans
Fermat :

les recherches de Kummer7) sur l’équation indéterminée de

+ 1/^ =



Page 298(16): La formule (7) doil être:
En = (-1)" (2n)! 22n+1/211 (-A), n > 1 ,

comme le montrent clairement les deux formules suivantes (8) et (9).
Page 301 (19): Posons dans (1) .r = 0, puis remplaçons n par 2n, il résulte

s = y—1
s Û = (-1)'1(P2,,-1)B), . 
P (2n) ! p2"“1 ’

cette formule, trouvée par Kummer ’), est essentielle dans ses recherches susdites. 
Page 315(33): La formule 10 d’EuLER .joue aussi un rôle dans les recherches de Kummer* 2 3). La 

formule eulérienne susdite est souvent attribuée8) à Grunert4), qui a démontré 
la formule à l aide de celle de Moivre, savoir la formule 1 de la Table.

*) loc. cit. p. 120—121.
2) loc. cit. p. 121.
3) Voir par exemple Göpel dans Grunert Archiv t. 3, p. 66; 1843.
4) Mathematische Abhandlungen p. 57—59; Altona 1822.
5) Comptes rendus du troisième Congrès Scientifique, Bruxelles 1894.
6) Vorlesungen über die höhere Mathematik, t. I, p. 284—285; Vienne 1827.
') Nouvelles Annales (2) t. 14, p. 487—494; 1875.
8) Philosophical Magazine, février 1861.
9) Bulletin de Darboux (2) t. 10, p. 141; 1886.

10) Voir par exemple M. P. Bachmann: Niedere Zahlentheorie, t. II, p. 33; Leipsic 1910.
n) Journal de Crelle, t. 88. p. 92; 1880.
12) Quarterly Journal of Mathematics, t. 31, pp. 1—35, 321—353; 1899—1900.
13) Ibid. t. 5, p. 35—39; 1862.

Page 331 (49): La formule (4) est trouvée aussi par Hermite5).
Page 332 (50) § 17: Il semble être complètement inaperçu jusqu’ici qu’ Andreas v. Ettings

hausen 6) a découvert, déjà en 1827, c’est-à-dire un demi-siècle avant Seidel et 
Stern, les formules récursives incomplètes pour les Blt qui correspondent à 
7 = 1.
La démonstration de v. Ettingshausen est entièrement élémentaire; car elle 
n’applique que les fondements du calcul des différences finies.

Page 345 (63): Déjà en 1875 Lucas7) a développé le produit SmSn selon des sq, savoir le produit
?m(x’)^n(æ) selon des ^(x).

Page 350(68): Il est très intéressant, ce me semble, que la formule essentielle (6) est la même
que celle de Kummer mentionnée dans

Page 351 (69): Le théorème concernant le produit
à la page 301.

est dû à Sylvester8); mais quoique Lipschitz9) a proclamé la priorité de l’émi
nent géomètre anglais, on10 *) désigne néanmoins généralement le théorème en 
question comme appartenant à Lipschitz.

Page 352 (70): Le théorème III appartient à Stern11).
Page 353(71): Le théorème VI se trouve dans un Mémoire de M J.-W.-L. Glaisher 12 13); il attribue 

à Wolstenholme 1S) le cas particulier p = n — l. Curieusement M. Glaisher dé
signe le théorème V de Lagrange comme appartenant à Ferrers!

Page 361 (79): La formule 98 doit être biffée; elle n’est qu’une forme inexacte de 97.
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